
А. Г. Мерзляк 
В. Б. Полонский 

М. С. Якир

ГЕОМЕТРИЯ
Учебник для 7 класса 

общеобразовательных 
учебных заведений

Рекомендовано 
Министерством образования и науки Украины

Харьков
«Гимназия»

2016



УДК 3 7 3 .1 6 7 .1 :5 1 4  
ББ К  2 2 .1 5 1 я 7 2 1  

М 52

Рекомендовано 
Министерством образования и науки Украины  

(приказ МОН Украины от 20.07.2015 № 777)

Мерзляк А. Г.
Геометрия : учеб. для 7 кл. общеобразоват. учеб. за­

ведений / А. Г. М ерзляк, В . Б . Полонский, М. С. Якир. — 
X . : Гимназия, 2016 . — 224 с. : ил.

В В Ы  9 7 8 -9 6 6 -4 7 4 -2 7 0 -9 .
УДК 373Л67Л:514 

ББК 22Л51я721

© А. Г. Мерзляк, В . Б . Полонский,
М. С. Якир, 2015 

© ООО ТО «Гимназия*, оригинал-макет, 
ХоВМ 9 7 8 -9 6 6 -4 7 4 -2 7 0 -9  художественное оформление, 2015



ОТ АВТОРОВ

УЧЕНИКАМ

Дорогие семиклассники!

Вы начинаете изучать новый школьный предмет — гео­
метрию. Обратите внимание, что в словах «география» и «гео­
метрия» одинаковая часть — «гео», что в переводе с греческого 
означает «земля». Но если на уроках географии в 6 классе 
вы действительно занимались землеописанием («графия» 
по-гречески — «описание»), то на уроках геометрии вам не 
придется заниматься землемерием («метрео» по-гречески — 
«мерить»).

Геометрия — одна из самых древних наук. Ее название 
можно объяснить тем, что зарождение и развитие геометрии 
были тесно связаны с разнообразной практической деятель­
ностью человека: разметкой границ земельных участков, 
строительством зданий, дорог, оросительных каналов и дру­
гих сооружений, то есть геометрия, как говорят в таких слу­
чаях, была прикладной наукой. Постепенно, шаг за шагом 
человечество накапливало знания, и геометрия превратилась 
в красивую и совершенную, строгую и последовательную ма­
тематическую теорию. Знакомиться с этой наукой и учиться 
применять полученные знания на практике вы и будете на 
уроках геометрии.

Знать геометрию чрезвычайно важно. Действительно, по­
смотрите вокруг — везде геометрия, точнее, геометрические 
фигуры: отрезки, треугольники, прямоугольники, прямо­
угольные параллелепипеды, шары и т. п.
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а б

Рис. 1. Архитектурные сооружения: Рис. 2. Сырецкая
а — гостиница «Салют» (г. Киев); телевизионная башня

б — административное здание (г. Лондон) (г. Киев)

Без глубоких геометрических знаний не могли появиться 
сложные строительные конструкции (рис. 1 ,2 ), корабли и са­
молеты (рис. 3) и даже детали детского конструктора и узоры 
вышивок (рис. 4). Для создания узоров мастерица должна 
иметь представление о таких геометрических понятиях, как 
симметрия и параллельный перенос. Не зная геометрии, не­
возможно стать хорошим инженером-конструктором, тока­
рем, столяром, ученым, архитектором, дизайнером, модель­
ером, специалистом в области компьютерной графики и т. д. 
Вообще, геометрические знания — важнейшая составляющая 
человеческой культуры.

а б

Рис. 3. Машиностроительные конструкции: 
а — корабль на стапелях Николаевского судостроительного завода; 

б — самолет Ан-225 («Мрия»)
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а б
Рис. 4. Геометрия в быту: 

а — детский конструктор; б — узор вышивки

Геометрия — очень интересный предмет. Мы надеемся, 
что вы в этом скоро убедитесь, и поможет этому учебник, ко­
торый вы держите в руках. Познакомьтесь с его структурой.

Учебник разделен на четыре параграфа, каждый из кото­
рых состоит из пунктов. В пунктах изложен теоретический 
материал. Изучая его, особое внимание обращайте на текст, 
напечатанный жирным шрйфтом, ж ирны м  курсивом  и кур­
сивом; так в книге выделены определения, правила и важ­
нейшие математические утверждения.

Как правило, изложение теоретического материала за­
вершается примерами решения задач. Эти записи можно 
рассматривать как один из возможных образцов оформления 
решения.

К каждому пункту подобраны задачи для самостоятельно­
го решения, к которым мы советуем приступать только после 
усвоения теоретического материала. Среди заданий есть как 
простые и средние по сложности упражнения, так и трудные 
задачи (особенно отмеченные «звёздочкой» (*)).

Каждый пункт завершается рубрикой «Наблюдайте, ри­
суйте, конструируйте, фантазируйте». В ней собраны задачи, 
для решения которых нужны не специальные геометрические 
знания, а смекалка, изобретательность и сообразительность. 
Эти задачи полезны, как витамины: они развивают «геомет­
рическое зрение» и интуицию.

Кроме того, в учебнике вы сможете прочитать интересные 
рассказы по истории геометрии.

Дерзайте! Желаем успеха!
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УЧИТЕЛЯМ 

Уважаемые коллеги!

Очевидно, что в рамках общеобразовательной школы 
невозможно реализовать формально-логический принцип 
построения курса геометрии: положить в основу систему 
аксиом, а далее строить изложение дедуктивно, то есть до­
казывать теоремы логически строго, основываясь на аксиомах 
и ранее доказанных фактах. Это можно объяснить тем, что 
количество учеников (особенно семиклассников), склонных 
к дедуктивному мышлению, невелико. На самом деле боль­
шинству присущ наглядно-образный тип мышления. Поэтому 
для ребенка апелляция к наглядной очевидности совершенно 
естественна и оправданна.

Исходя из сказанного, в основу данного учебника положен 
наглядно-дедуктивный принцип в сочетании с частичной 
аксиоматизацией.

Мы считаем, что цель изучения геометрии в школе — это 
не только развитие логического мышления и умения прово­
дить доказательство. Авторы учебника ставят более широкую 
цель: уточнить представление учащихся об элементарных 
геометрических объектах (точка, прямая, луч, отрезок, угол), 
ознакомить их с важнейшими свойствами базовых фигур 
элементарной геометрии (треугольник, окружность, четырех­
угольник и т. п.), развить у них потребность в доказатель­
стве, то есть заложить основы дедуктивного и эвристическо­
го мышления, а главное — научить учащихся применять 
свойства геометрических фигур при решении практических 
и теоретических задач. Мы надеемся, что этот учебник по­
может в реализации указанных целей.

В книге собран обширный и разнообразный дидактиче­
ский материал. Однако за один учебный год все задачи ре­
шить невозможно, да в этом и нет никакой необходимости. 
Вместе с тем гораздо удобнее работать, когда есть большой 
запас задач. Это позволит реализовать принципы уровневой 
дифференциации и индивидуального подхода в обучении.
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Зеленым цветом отмечены номера задач, рекомендуе­
мых для домашней работы, синим цветом — номера задач, 
которые по усмотрению учителя (с учетом индивидуальных 
особенностей учащихся класса) можно решать устно.

Давайте превратим школьный курс геометрии в понятный 
и привлекательный предмет.

Желаем творческого вдохновения и терпения.

УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

задания, соответствующие начальному и среднему уров­
ням учебных достижений;

задания, соответствующие достаточному уровню учебных 
достижений;

задания, соответствую щ ие вы сокому уровню учебных 
достижений;

задачи для математических круж ков и факультативов;

ключевые задачи, результат которых может быть исполь­
зован для решения других задач;

доказательство теоремы, соответствующее достаточному 
уровню учебных достижений;

доказательство теоремы, соответствующее высокому уров­
ню учебных достижений;

доказательство теоремы, не обязательное для изучения; 

окончание доказательства теоремы; 

окончание решения задачи;

рубрика «Когда сделаны уроки».

Равные отрезки на чертежах обозначены одинаковым количе­
ством черточек, равные углы — одинаковым количеством дуг, за 
исключением отрезков и углов, которые требуется найти.



ВСТУПЛЕНИЕ

Что изучает геометрия?

Хотя геометрия — новый для вас учебный предмет, однако 
на уроках математики вы уже знакомились с азами этой муд­
рой науки. Так, все геометрические фигуры, изображенные 
на рисунке 5, вам хорошо известны.

В М N

Прямая а Отрезок АВ Луч МЫ Угол РОМ (Z  РОМ)

Ломаная АВСйЕР Треугольник АВС Прямоугольник АВСй

Окружность

Вг

А1/ /

в
// /

£

ДбСОДДСД

Круг

Прямоугольный параллелепипед

Рис. 5

Многоугольники



Рис. 6 Рис. 7

Вы умеете с помощью линейки соединять две точки отрез­
ком (рис. 6 ), с помощью циркуля строить окружность (рис. 7), 
с помощью линейки и угольника строить перпендикулярные 
и параллельные прямые (рис. 8 ), измерять длину отрезка 
и строить отрезок заданной длины с помощью линейки с мил­
лиметровыми делениями (рис. 9), находить величину угла 
и строить угол заданной величины с помощью транспортира 
(рис. 1 0 ), классифицировать треугольники (см. форзац).

Рис. 8

Рис. 9
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Рис. 10

Однако знать, как «выглядит» фигура, или уметь вы­
полнять простейшие построения — это всего лишь самые 
начальные знания науки о свойствах геометрических фигур, 
то есть геометрии.

При изучении систематического курса геометрии вы бу­
дете постепенно, в определенной последовательности изучать 
свойства геометрических фигур, а значит, и сами фигуры, 
как уже знакомые вам, так и новые. Это означает, что вы 
должны научиться, используя одни свойства фигуры, нахо­
дить, а главное, доказывать другие ее свойства.

Школьный курс геометрии традиционно делят на плани­
метрию и стереометрию. Планиметрия изучает фигуры на 
плоскости («планум» в переводе с латинского — «плоскость»), 
стереометрия — фигуры в пространстве («стереос» в переводе 
с греческого — «пространственный»).

Итак, мы приступаем к изучению планиметрии.



ИМ!
щт.

ПРОСТЕЙШИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФИГУРЫ И ИХ СВОЙСТВА

В этом параграфе рассматриваются знакомые вам из курса 
математики предыдущих классов геометрические фигуры, 
а именно: точки, прямые, отрезки, лучи и углы.
Вы узнаете больше о свойствах этих фигур. Некоторые из 
этих свойств научитесь доказывать. Слова определение, 
теорема, аксиома станут для вас привычными, понятными 
и часто употребляемыми.

щштштт



1. Точки и прямые

Точка — самая простая геометрическая фигура. Это един­
ственная фигура, которую нельзя разбить на части. Напри­
мер, каждая из фигур, изображенных на рисунке 1 1 , разбита 
на части. И даже о фигуре, изображенной на рисунке 12, 
которая состоит из двух точек, можно сказать, что она со­
стоит из двух частей: точки А и точки В.

12 § 1 • Простейшие геометрические фигуры и их свойства

Рис. 11 Рис. 12 Рис. 13

На рисунке 13 изображены прямая а  и две точки А и В. 
Говорят, что точка А принадлежит прямой а, или точка А 
лежит  на прямой а, или прямая а проходит через точку А, 
и, соответственно, точка В не принадлежит прямой а, или 
точка В не лежит  на прямой а, или прямая а не проходит  
через точку В.

Прямая — это геометрическая фигура, обладающая 
определенными свойствами.

О сновное св о й ств о  прям ой. Через любые две точки1 

можно провести прямую, и притом только одну.
Почему это свойство прямой считают основным?

Пусть о некоторой линии известно 
лишь то, что она проходит через точ­
ки А и Б. Для того чтобы составить 
представление об этой фигуре, такой 
информации явно недостаточно. Ведь 
через точки А и В  можно провести 

много различных линий (рис. 14). Прямая же задается этими 
точками однозначно. В этом и состоит суть основного свой­
ства прямой.

1 Здесь и в дальнейш ем, говоря «две точки», «три точки», «две пря­
мые» и т. п ., будем подразумевать, что это разные точки и разные прямые. 
Случай их совпадения будем оговаривать особо.
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Это свойство позволяет обозначать прямую, называя две 
любые ее точки. Так, прямую, проведенную через точки М  
и Ы, называют «прямая М2У» (или «прямая ЫМ»),

Основное свойство геометрической фигуры еще называют 
аксиомой (более подробно об аксиомах вы узнаете в п. 6 ).

Если надо разъяснить смысл какого-либо понятия (тер­
мина), то используют определения. Например:

1 ) часам и  называют прибор для измерения времени;
2 ) геом етр и я — это раздел математики, изучающий 

свойства фигур.
Определения есть и в геометрии.
О пределение. Две прямые, имеющие общую точку, на­

зывают п ер есекаю щ и м и ся.
На рисунке 15 изображены прямые а  и Ь, пересекающиеся 

в точке О.
Часто справедливость (истинность) какого-либо факта 

устанавливают с помощью логических рассуждений.
Рассмотрим следующую задачу. Известно, что все жители 

Геометрической улицы — математики. Женя живет по адре­
су ул. Геометрическая, 5. Является ли Женя математиком?

По условию задачи Женя живет на Геометрической улице. 
А поскольку все жители этой улицы математики, то Женя — 
математик.

Приведенные логические рассуждения называют доказа­
тельством того факта, что Женя — математик.

В математике утверждение, истинность которого уста­
навливают с помощью доказательства, называют теоремой.

Т еор ем а 1.1 .Л ю бы е две пересекаю щ иеся прям ые им е­
ют т олько одну общ ую точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® Предположим, что пересекаю­
щиеся прямые а  и Ь, кроме общей точки А, имеют еще 
одну общую точку В (рис. 16). Тогда через две точки А и В

Рис. 15 Рис. 16



проходят две прямые. А это противоречит основному свойству 
прямой. Следовательно, предположение о существовании 
второй точки пересечения прямых а  и Ъ неверно. ▲

14 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства оО

1. Какую фигуру нельзя разбить на части?
2. Сформулируйте основное свойство прямой.
3. Какое свойство прямой позволяет обозначать ее, называя 

любые две точки прямой?
4. Для чего используют определения?

5. Какие две прямые называют пересекающимися?
6. Как называют утверждение, истинность которого устанав­

ливают с помощью доказательства?
7. Сформулируйте теорему о двух пересекающихся прямых.

1.° Проведите прямую, обозначьте ее буквой т. Отметьте 
точки А и В, лежащие на этой прямой, и точки С, X), Е, 
не лежащие на ней.
Отметьте точки М  и К  и проведите через них прямую. 
Отметьте на этой прямой точку Е. Запишите все возмож­
ные обозначения полученной прямой.

3.° Проведите прямые а и Ъ так, чтобы они пересекались. 
Обозначьте точку их пересечения буквой С. Принадлежит 
ли точка С прямой а? прямой Ы 

4 Отметьте три точки так, чтобы они не лежали на одной 
прямой, и через каждую пару точек проведите прямую. 
Сколько образовалось прямых?

5.° Отметьте четыре точки, никакие три из которых не лежат 
на одной прямой.

6 .* Проведите три прямые так, чтобы каждые две из них 
пересекались. Отметьте точки пересечения этих прямых. 
Сколько можно получить точек пересечения?



1. Точки и прямые 15

7.’ Отметьте четыре точки так, чтобы при проведении прямой 
через каждые две из них на рисунке: 1) образовалась одна 
прямая; 2) образовались четыре прямые; 3) образовалось 
шесть прямых. Проведите эти прямые.

8.° Пользуясь рисунком 17:
1) укажите все отмеченные точки, принадлежащие пря­

мой а; прямой М К ;
2) укажите все отмеченные точки, не принадлежащие 

прямой а; прямой М К;
3) определите, пересекаются ли прямые а и М К;
4) укажите все отмеченные точки, принадлежащие пря­

мой а, но не принадлежащие прямой М К.

9.° Пользуясь рисунком 18, укажите:
1) какие из отмеченных точек принадлежат прямой р, 

а какие не принадлежат ей;
2) каким прямым принадлежит точка А; точка В; точ­

ка С; точка I); точка Е;
3) какие прямые проходят через точку С; точку В; точ­

ку А;
4) в какой точке пересекаются прямые /г и р; прямые 

т и к ;

5) в какой точке пересекаются три из четырех изобра­
женных на рисунке прямых.

Рис. 17 Рис. 18
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10.* Точка С принадлежит прямой АВ. Являются ли различ­
ными прямые АВ и АС? Ответ обоснуйте.

11.* Провели четыре прямые, каждые две из которых пере­
секаются, причем через каждую точку пересечения про­
ходят только две прямые. Сколько точек пересечения 
при этом образовалось?

12.** Как надо расположить шесть точек, чтобы они опреде­
ляли шесть прямых?

13.“ Данную прямую пересекают четыре прямые. Сколько 
может образоваться точек пересечения этих прямых 
с данной?

14.** Провели четыре прямые, каждые две из которых пересе­
каются. Сколько точек пересечения может образоваться?

15.” Провели пять прямых, каждые две из которых пересека­
ются. Каково наименьшее возможное количество точек 
пересечения этих прямых? Какое наибольшее количество 
точек пересечения может образоваться?

16.* Можно ли провести шесть прямых и отметить на них 
11 точек так, чтобы на каждой прямой было отмечено 
ровно четыре точки?

17.* На плоскости проведены три прямые. На первой пря­
мой отметили пять точек, на второй — семь точек, а на 
третьей — три точки. Каким может быть наименьшее 
количество отмеченных точек?

18.* Можно ли отметить несколько точек и провести несколь­
ко прямых так, чтобы на каждой прямой лежали ровно 
три отмеченные точки и через каждую точку проходили 
ровно три из проведенных прямых?

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

19. Составьте квадрат из нескольких фи­
гур, каждая из которых равна фигуре, 
изображенной на рисунке 19. рис. 1 9
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На рисунке 20 изображена прямая а, проходящая через 
точки А я В. Эти точки ограничивают часть прямой а, вы­
деленную красным цветом. Такую часть прямой вместе с точ­
ками А и В  называют отрезком, а точки А и В  — концами 
этого отрезка.

п Р у  2. Отрезок и его длина 1 7

Рис. 20 Рис. 21

Для любых двух точек существует единственный отрезок, 
для которого эти точки являются концами, то есть отрезок 
своими концами задает ся однозначно. Поэтому отрезок обо­
значают, называя его концы. Например, отрезок, изображен­
ный на рисунке 21, обозначают так: МЫ или ЛГМ (читают: 
«отрезок МЫ» или «отрезок ЫМ»),

На рисунке 22 изображены отрезок АВ и точка X, при­
надлежащая этому отрезку, но не совпадающая ни с одним 
из его концов. Точку X  называют внутренней точкой от­
резка АВ. В этом случае также говорят, что точка X  лежит 
между точками А и В.

В
■ г •

_ £
I ■

Рис. 22 Рис. 23

Таким образом, отрезок АВ состоит из точек А и Б, а так­
же всех точек прямой АВ, лежащих между точками А л  В.

О пределение. Два отрезка называют р авн ы м и , если 
их можно совместить наложением.

На рисунке 23 изображены равные отрезки АВ и С£>. 
Пишут: АВ = С£).

Вы знаете, что каждый отрезок имеет определенную длину 
и для ее измерения надо выбрать единичный отрезок. В ка­
честве единичного можно выбрать любой отрезок.



18 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства

Л 1

* 3

0

_ J---

В

Рис. 24 Рис. 25

Например, будем считать отрезок МЫ на рисунке 24 еди­
ничным. Этот факт записывают так: МЫ = 1 ед. Тогда счита­
ют, что длина отрезка АВ равна трем единицам длины, и за­
писывают: АВ = 3 ед. Также принята запись АВ = 3, ее чита-

2
ют: «отрезок АВ равен трем». Для отрезка С£> имеем: С1) = - .

На практике чаще всего используют такие единичные 
отрезки: 1 мм, 1 см, 1 дм, 1 м, 1 км.

В зависимости от выбора единицы длины меняется чис­
ловое значение длины отрезка. Например, на рисунке 25 
имеем: АВ = 17 мм, или АВ = 1,7 см, или АВ = 0,17 дм и т. д.

На производстве и в быту используют различные приборы 
для измерения длины отрезка (рис. 26): линейку с деления­
ми, рулетку, штангенциркуль, микрометр, полевой циркуль.

Ш тангенциркуль М икрометр Полевой
циркуль

Рис. 26
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Равные отрезки имеют равны е длины, и наоборот, если 
длины отрезков равны, то равны  и сами отрезки.

Если длина отрезка АВ больше длины отрезка МЛГ, как, 
например, на рисунке 24, то говорят, что отрезок АВ больше 
отрезка МЫ, и записывают: АВ > МЫ. Также можно сказать, 
что отрезок МЛГ меньше отрезка АВ, и записать: МЫ < АВ.

В дальнейшем, говоря «сумма отрезков», будем подразуме­
вать сумму длин этих отрезков.

О сновное сво й ство  длины  о тр езк а . Если точка С 
является внутренней точкой отрезка АВ, то отрезок АВ  равен 
сумме отрезков АС и СВ (рис. 27), то есть

АВ = АС + СВ.

А__________ С В А С В А В_________ С_

АВ = АС +  СВ

Рис. 27 Рис. 28 Рис. 29

О пределение. Р ассто я н и ем  между точками А и В на­
зывают длину отрезка АВ. Если точки А и В совпадают, 
то расстояние между ними считают равным нулю.

Определение. Серединой отрезка АВ  называют такую 
его точку С, что АС = СВ.

На рисунке 28 точка С — середина отрезка АВ.
З а д а ч а . Точки А, В и С принадлежат одной прямой, 

АВ = 8  см, отрезок АС на 2 см длиннее отрезка ВС. Найдите 
отрезки1 АС и ВС.

Р е ш ен и е .  В условии не указано, каково взаимное рас­
положение данных точек на прямой. Поэтому рассмотрим 
три возможных случая.

1) Точка В  — внутренняя точка отрезка АС (рис. 29). 
Тогда отрезок АС длиннее отрезка ВС на длину отрезка АВ, 
то есть на 8  см. Это противоречит условию. Следовательно, 
такой случай невозможен.

1 Часто вместо «Найдите длину отрезка...» говорят: «Найдите отре­
зок...» .



20 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства

2) Точка С — внутренняя точка отрезка АВ (рис. 30). 
В этом случае АС + ВС = АВ. Пусть ВС = х  см, тогда АС = 
= (х + 2) см. Имеем:

х + 2  + х = 8 ; 
х = 3.

Следовательно, ВС = 3 см, АС = 5 см.

А С В В А С

Рис. 30 Рис. 31

3) Точка А — внутренняя точка отрезка ВС (рис. 31). 
В этом случае АВ + АС = ВС и тогда АС < ВС. Это противо­
речит условию. Следовательно, такой случай невозможен. 

О т в ет : АС = 5 см, ВС = 3 см.

1. Сколько существует отрезков, концами которых являются 
две данные точки?

2. Из каких точек состоит отрезок АВ1
3. Какие два отрезка называют равными?
4. Можно ли любой отрезок выбрать в качестве единичного?
5. Что можно сказать о длинах равных отрезков?
6. Что можно сказать об отрезках, имеющих равные длины?
7. Сформулируйте основное свойство длины отрезка.
8 . Что называют расстоянием между двумя точками?
9. Чему равно расстояние между двумя совпадающими 

точками?
10. Какую точку называют серединой отрезка АВ7

ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

20.° Отметьте две точки А и В  и проведите через них прямую. 
Отметьте точки С, и Е , принадлежащие отрезку АВ, 
и точки Е , М  тл.К, которые не принадлежат отрезку АВ, 
но принадлежат прямой АВ.
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21.° Проведите прямую и отметьте на ней три точки. Сколько 
образовалось отрезков?

22.° Отметьте на прямой точки А, В, С я Б  так, чтобы точ­
ка С лежала между точками А и В , а точка X) — между 
точками В и С.

23.° Отметьте на прямой точки А, В я  С так, чтобы выпол­
нялось равенство АС = АВ + ВС.

В Б

V
А

С

У
X— 7

в
г>

в

£>

а б
Рис. 32

24.° Сравните на глаз отрезки АВ и СХ) 
(рис. 32). Проверьте свой вывод 
измерением.

25.с Сравните на глаз отрезки АВ и ВС 
(рис. 33). Проверьте свой вывод 
измерением.

в

ж /  УПРАЖНЕНИЯ Н Н В Н Н Н Н Н Н Н Ж

26. Назовите все отрезки, изображенные на рисунке 34.



27.° Найдите длину каждого из отрезков, изображенных 
на рисунке 35, если единичный отрезок равен отрезку:
1) АВ; 2) МЫ.
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Рис. 35 Рис. 36

28.° Какая из точек, отмеченных на рисунке 36, лежит между 
двумя другими? Запишите соответствующее равенство, 
следующее из основного свойства длины отрезка.

29.° Между какими точками лежит точка В  (рис. 37)? Для 
каждого случая запишите соответствующее равенство, 
следующее из основного свойства длины отрезка.

30.° Точка В  — внутренняя точка отрезка М Е. Найдите:
1) расстояние между точками М  и Е, если М Б  = 1,8 дм, 

Б Е  = 2 , 6  дм;
2) длину отрезка М Б, если М Е = 42 мм, Б Е  = 1,5 см.

А В С

Рис. 37 Рис. 38

31.° Точки А, В  я С лежат на одной прямой (рис. 38). Какие 
из следующих утверждений верны:
1) АВ + ВС = АС; 2) АС + АВ = ВС?

32.° Точка К  является серединой отрезка МЫ. Можно ли 
совместить наложением: 1) отрезки М К  и КЫ; 2) отрез­
ки М К  и МЫ?
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33.° Точка К  — середина отрезка МЫ, точка Е  — середина 
отрезка КЫ, ЕЫ = 5 см. Найдите отрезки М К, МЕ и МЫ.

34.° Точка С — внутренняя точка отрезка АВ, длина которого 
равна 20 см. Найдите отрезки АС и ВС, если:
1) отрезок АС на 5 см больше отрезка ВС;
2) отрезок АС в 4 раза меньше отрезка ВС;
3) АС : ВС = 9 :1 1 .

35.° Точка К  принадлежит отрезку СБ, длина которого равна 
28 см. Найдите отрезки СК и К Б , если:
1) отрезок СК на 4 см меньше отрезка К Б ;
2) отрезок СК в 6  раз больше отрезка К Б ;
3) С К :К Б  = 3 :4 .

36/ Отрезки АВ и СБ равны (рис. 39). Докажите, что отрез­
ки АС и В Б  также равны.

Рис. 39 Рис. 40

37.’ Отрезки М Е  и РЫ равны (рис. 40). Докажите, что 
МЕ = ЕЫ.

38.' Точка С делит отрезок АВ, длина которого равна а, на 
два отрезка. Найдите расстояние между серединами 
отрезков АС и ВС.

39.’ Точки А, Б и С лежат на одной прямой. Найдите отре­
зок ВС, если АВ = 24 см, АС = 32 см. Сколько решений 
имеет задача?

40.” На прямой отмечены точки А, Б  и С так, что АВ = 15 см, 
АС = 9 см. Найдите расстояние между серединами от­
резков АВ и АС.

41.” Отрезок ЕР  равен 12 см. Найдите на прямой ЕР  все точ­
ки, сумма расстояний от каждой из которых до концов 
отрезка ЕР  равна: 1) 12 см; 2) 15 см; 3) 10 см.
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42." Через точки А я В  проведена прямая. Где на этой пря­
мой лежит точка С, расстояние от которой до точки В  
в 2 раза больше расстояния от нее до точки А?

43.” Отрезок, длина которого равна 32 см, разделили на 
три неравных отрезка. Расстояние между серединами 
крайних отрезков равно 18 см. Найдите длину среднего 
отрезка.

44." Какое наименьшее количество внутренних точек надо от­
метить на отрезках, изображенных на рисунке 41, чтобы 
на каждом из них было отмечено по две внутренние точки?

Рис. 41

Сколько точек надо отметить между точками А и В, что­
бы вместе с отрезком АВ образовалось шесть отрезков?

46." На шкале линейки нанесены только деления 0 см, 5 см 
и 13 см (рис. 42). Как, пользуясь этой линейкой, можно 
построить отрезок длиной: 1 ) 3 см; 2 ) 2  см; 3) 1 см?

47.* На шкале линейки нанесены толь­
ко деления 0 см, 7 см и 11 см.
Как, пользуясь этой линейкой, 
можно построить отрезок длиной:
1) 8  см; 2) 5 см? Рис 4 2

Т ~
0

т
13
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КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

48. Из прямоугольников размерами 1 x 1 ,  1 x 2 ,  1 x 3 ,  ..., 
1 х 13 составьте прямоугольник, каждая сторона кото­
рого больше 1 .

3. Луч. Угол. Измерение углов

Проведем прямую АВ и отметим на ней произвольную 
точку О. Эта точка разбивает прямую на две части, выде­
ленные на рисунке 43 разными цветами. Каждую из этих 
частей вместе с точкой О называют лучом или полупрямой. 
Точку О называют началом луча.

Каждый из лучей, изображенных на рисунке 43, состоит 
из точки О и всех точек прямой АВ, лежащ их по одну сто­
рону от точки О.

Это позволяет обозначать луч, называя две его точки: 
первой обязательно указывают начало луча, второй — любую 
другую точку, принадлежащую лучу. Так, луч с началом 
в точке О (рис. 44) можно обозначить ОМ или ОЫ.

Лучи ОА и ОВ (рис. 43) дополняют друг друга до прямой. 
Также можно сказать, что объединением этих лучей является 
прямая.

О пределение. Два луча, имеющих общее начало и ле­
жащих на одной прямой, называют дополни тельн ы м и .

А О В

Рис. 43 Рис. 44
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А В С Например, лучи ВС и ВА — допол­
нительные (рис. 45). Их объединением 

Рис. 45 является прямая АС. Заметим, что,
объединив лучи СА и АС, мы тоже по­

лучим прямую АС. Однако эти лучи не являются дополни­
тельными: у них нет общего начала.

На рисунке 46, а  изображена фигура, состоящая из двух 
лучей О А  и ОБ, имеющих общее начало. Эта фигура делит 
плоскость на две части, выделенные разными цветами. 
Каждую из этих частей вместе с лучами ОА и ОБ называют 
углом.

Лучи ОА и ОБ называют сторонами угла, а точку О — 
вершиной угла.

Рис. 46

Как. видим, углы на рисунке 46, а внешне существенно 
различаются. Это различие определено следующим свой­
ством. На лучах О А  и ОБ выберем произвольно точки М  и N 
(рис. 46, б). Отрезок MN принадлежит «зеленому» углу, 
а « ему» углу принадлежат лишь концы отрезка.

В дальнейшем, говоря «угол», будем подразумевать лишь 
тот из них, который содержит любой отрезок с концами на его 
сторонах. Ситуации, в которых придется 
рассматривать углы, не обладающие этим 
свойством, будут специально оговариваться.

Существует несколько способов обозна­
чения углов. Угол на рисунке 47 можно О 
обозначить так: ZMON, или ZNOM, или 
просто ZO (читают соответственно: «угол 
MON», «угол NOM», «угол О»). Рис. 47



На рисунке 48 изображено несколь­
ко углов, имеющих общую вершину.
Здесь обозначение угла одной буквой 
может привести к путанице. В таких 
случаях углы удобно обозначать с по­
мощью цифр: Z l, Z 2 , Z3 (читают со­
ответственно: «угол один», «угол два»,
«угол три»).

О пределение. Угол, стороны которого являются допол 
нительными лучами, называют вернуты м
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Рис. 49 Рис. 50

На рисунке 49 лучи ОА и ОВ являются дополнительны­
ми, поэтому углы, выделенные зеленым и желтым цветами, 
являются развернутыми.

Любая прямая делит плоскость на две полуплоскости, для 
которых эта прямая является границей (рис. 50). Считают, 
что прямая принадлежит каждой из двух полуплоскостей, 
для которых она является границей. А по­
скольку стороны развернутого угла образу­
ют прямую, то можно сказать, что разверну­
тый угол — это полуплоскость, на границе В 
которой отмечена точка — вершина угла.

О п р ед е л ен и е. Два угла называют 
равны м и, если их можно совместить на­
ложением.

На рисунке 51 изображены равные углы 
АВС и М ИК. Пишут: ZABC = /.М ИК. Рис. 51
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Понятно, что все развернутые углы равны.
На рисунке 52 изображены угол АОВ и луч ОС, принад­

лежащий этому углу, но отличный от его сторон. Говорят, 
что луч ОС проходит между сторонами угла АОВ и делит 
его на два угла АОС и СОВ.

Рис. 52 Рис. 53

О пределение. Б и ссектр и сой  угла называют луч с на­
чалом в вершине угла, делящий этот угол на два равных угла.

На рисунке 53 луч ОК — биссектриса угла АОВ. Значит, 
/А О К  = /К О В .

Рис. 54 Рис. 55

Вы знаете, что каждый угол имеет величину. Для ее изме­
рения нужно выбрать единицу измерения — единичный угол. 
Выбрать его можно, например, так. Разделим развернутый 
угол на 180 равных углов (рис. 54). Угол, образованный двумя 
соседними лучами, принимают за единичный. Его величину 
называют градусом и записывают: 1 °.

Например, градусная мера (величина) угла АОВ (рис. 55) 
равна 2 0 ° (этот факт легко установить с помощью транспор­
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тира). В таком случае говорят, что угол АОВ равен 20°, и за­
писывают: ААОВ = 20°.

Из принятого определения градуса следует, что градусная 
мера развернутого угла равна  180°.

На рисунке 56, а изображен старинный угломерный при­
бор астролябия (в переводе с греческого — «схватывающая 
звезды»). На протяжении многих веков именно такой прибор 
помогал мореплавателям находить путь, а астрономам — 
определять положение звезд. В наше время для измерения 
углов на практике используют астролябию (рис. 56, б), 
а также другие приборы специального назначения: теодолит 
(рис. 57) — для измерения на местности, буссоль (рис. 58) — 
в артиллерии, секстант (рис. 59) — в морском деле.

Рис. 56. Астролябия: Рис. 57. Теодолит Рис. 59. Секстант
а — старинная; 

б —  современная

Для более точного измерения углов используют части

градуса: —  градуса равна одной минуте (1'), то есть 1° = 60'; 
60

—  минуты называют секундой (1"), то есть 1' = 60". Напри- 
60
мер, запись 23°15'11" означает, что градусная мера угла со­
ставляет 23 градуса 15 минут 11 секунд.

Рис. 58. Буссоль



30 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства

Существуют и другие единицы измерения углов, напри­
мер, в морском деле используют единицу 1 румб (11°15').

О и р е д е л е к и е У гол, градусная мера которого равна 90°, 
называют рямь . Угол, градусная мера которого мень­
ше 90°, называют остр ы м . Угол, градусная мера которого 
больше 90°, но меньше 180°, называют тупы м.

На рисунке 60 изображены углы каждого из трех ука­
занных видов.

Равные углы имеют равны е величины, и наоборот, если 
величины углов равны, то равны  и сами углы.

Если величина угла АВС больше величины угла МИР, 
то говорят, что угол АВС больше угла МИР, и записывают: 
/А В С  > /М И Р . Также говорят, что угол МИР меньше угла 
АВС, и записывают: /М Ы Р < /А ВС .

В дальнейшем, говоря «сумма углов», будем подразуме­
вать сумму величин этих углов.

О сновное св о й ств о  величины  угл а. Если луч ОС 
делит угол АОВ на два угла АОС и СОВ, то /А О В  = /А О С  + 
+ /С О В  (рис. 61).

□ V
Прямой угол Острый угол 

Рис. 60

Тупой угол

в

Рис. 61 Рис. 62
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З ад ач а . На рисунке 62 /АМ С = /Б М В , /В М С  = 118°. 
Найдите угол1 АМВ.

Р е ш ен и е .  Имеем: /А М С  = /А М В  + /В М С ,
/Б М В  = /Б М С  + /В М С .
Поскольку /АМ С  = /Б М В , то /А М В  = /ОМ С.
Запишем: /А М В  + /В М С  + /С М И  = /А М В  = 180°.
Тогда 2 /А М В + 118° = 180°. Отсюда /А М В  = 31°. 
О т вет ,: 31°. #

1. Как называют фигуру, образованную точкой, принадле­
жащей прямой, и одной из частей, на которые эта точка 
делит прямую? Как при этом называют данную точку?

2. Как обозначают луч?
3. Какие два луча называют дополнительными?
4. Как называют фигуру, образованную двумя лучами с об­

щим началом и одной из частей, на которые эти лучи 
делят плоскость? Как при этом называют данные лучи? 
их общее начало?

5. Как обозначают угол?
6. Какой угол называют развернутым?
7. Как называют части, на которые прямая делит плоскость?

8 . Какие два угла называют равными?
9. Что называют биссектрисой угла?

10. В каких единицах измеряют углы?
11. Какова градусная мера развернутого угла?
12. Как называют угол, градусная мера которого равна 90°?

13. Какой угол называют острым?
14. Какой угол называют тупым?
15. Что можно сказать о величинах равных углов?
16. Что можно сказать об углах, величины которых равны?
17. Сформулируйте основное свойство величины угла.

1 Часто вместо «Найдите градусную  меру угла...»  говорят: «Найдите 
угол ...» .
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ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

49.° Проведите два луча АВ и АС так, чтобы они не были до­
полнительными. Постройте для каждого из этих лучей 
дополнительный луч. Обозначьте и запишите все обра­
зовавшиеся лучи.

50.° Проведите отрезок АВ и два луча АВ и ВА. Являются 
ли эти лучи дополнительными? Ответ обоснуйте.

51.° Начертите угол МЫЕ и проведите лучи ЫА и N0  между 
его сторонами. Запишите все образовавшиеся углы. 
Проведите лучи О А, ОВ, ОС и О В  так, чтобы луч ОС про­
ходил между сторонами угла АО В,  а луч О В  — между 
сторонами угла ВОС.

53.‘ Начертите два луча так, чтобы их общая часть была:
1 ) точкой; 2 ) отрезком; 3) лучом.

г " УПРАЖНЕНИЯ

54.° Прямая ЕР  пересекает прямые АВ и СО (рис. 63). Укажите:
1) все образовавшиеся лучи с началом в точке М;
2 ) все пары дополнительных лучей с началом в точке К.

55. Запишите все лучи, изображенные на рисунке 64. Ука­
жите, какие из них являются дополнительными лучами 
с началом в точке О.

Рис. 63 Рис. 64

В*

Б Е 

Рис. 65

Можно ли угол, изображенный на рисунке 65, обозначить 
так:
1) /Л В С ; 3) ZADC; 5) /А С Е ; 7) /В В Е ;
2) /А С В ; 4) /В С А ; 6 ) /В С В ;  8 ) /Е С В ?



Запишите все углы, изображенные на рисунке 6 6 .
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Рис. 66 Рис. 67 Рис. 68

)9.

На рисунке 67 /А О В  = /ВО С  = /С О В  = /Б О Е  = /Е О Р .
1) Какой луч является биссектрисой угла АОС? угла ВОР? 

угла ВОР?
2) Биссектрисой каких углов является луч ОС?
На рисунке 6 8  луч ОС — биссектриса угла АОВ. Мож­
но ли совместить наложением: 1) углы АОС и ВОС;
2) углы АОС и АОВ?

60.° Луч В В  делит угол АВС на два угла. Найдите:
1) угол АВС, если /А В В  = 54°, /С В В  = 72°;
2) угол СВВ, если /А В С  = 158°, /А В В  = 93°.
Луч ОР проходит между сторонами угла МОК. Найдите 
угол МОР, если /М О К  = 172°, /Р О К  = 85°.
Верно ли утверждение:
1 ) любой угол, который меньше тупого, — острый;
2 ) угол, который меньше развернутого, — тупой;
3 ) угол, который меньше тупого угла в 2  раза, — острый;
4 ) сумма двух острых углов больше прямого угла;
5) угол, который меньше разверну­

того угла в 2  раза, больше любого 
острого угла;

6 ) угол, который больше прямо­
го, — тупой?

Из вершины прямого угла ВОМ 
(рис. 69) проведены два луча ОА 
и ОС так, что /ВО С  = 74°, /АО М  =
= 62°. Найдите угол АОС. Рис. 69

61.

62.



34 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства (jfcO

64.° Из вершины развернутого угла АСР 
(рис. 70) провели два луча СТ и CF 
так, что ZACF = 158°, ZTCP = 134°.
Найдите угол TCF.

65.° Угол CEF равен 152°, луч ЕМ  прохо­
дит между его сторонами, угол СЕМ  
на 18° больше угла FEM . Найдите 
углы СЕМ  и FEM .

66.° Луч АК  принадлежит углу BAD. Найдите углы ВАК  
и DAK, если угол ВАК  в 7 раз меньше угла DAK 
и ZBAD = 72°.

67.° На рисунке 71 равные углы отмечены дугами. Найдите 
углы ABC, М КЕ  и STK, если в качестве единичного угла 
взять: 1) угол ABC; 2) угол М КЕ.

В

Рис. 71

68/

69.

Точки А, В и С расположены на прямой так, что 
АВ = 3,2 см, АС = 4,8 см, ВС = 8 см. Являются ли лучи 
АВ и АС дополнительными?
На рисунке 72 угол ABC прямой, ZABE = ZEBF -  ZFBC, 
лучи BD и В К  — биссектрисы углов АВЕ  и FBC  соот­
ветственно. Найдите угол DBK.

В

Рис. 72
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Рис. 74 Рис. 75

70/ На рисунке 73 ZAOC = ZCOБ = ZБO.F, луч ОБ — биссек­
триса угла АОС, луч ОЕ — биссектриса угла БОБ, 
ZBO£ = 72°. Найдите угол АОБ.

71/ На рисунке 74 /А О В = /БО С . Есть ли еще на этом ри­
сунке равные углы? Ответ обоснуйте.

72/ Углы РОК и МОЕ равны (рис. 75). Равны ли углы РОМ 
и КОЕ?

73/ Луч В К  является биссектрисой угла СББ, ААВК = 146° 
(рис. 76). Найдите угол СББ.

74/ Луч В К  является биссектрисой угла СББ, ZCББ = 54° 
(рис. 76). Найдите угол АВК.

75/ На сколько градусов поворачива­
ется за 1 мин: 1 ) минутная стрелка;
2 ) часовая стрелка?

76/ Найдите угол между стрелками
часов, если они показывают: 1 ) 3 ч; д
2) 6  ч; 3) 4 ч; 4) 11 ч; 5) 7 ч.

77.” Угол АБС равен 30°, угол СББ —
80°. Найдите угол АББ. Сколько 
решений имеет задача?

78.” Найдите угол МОК, если ZMO./V = 120°, Z.KCW = 43°. 
Сколько решений имеет задача?

79.“ Луч, проведенный из вершины прямого угла, делит его 
на два угла. Докажите, что угол между биссектрисами 
образовавшихся углов равен 45°.

80.“ Как, имея шаблон угла, равного 70°, построить угол, 
равный 40°?

81." Как, имея шаблон угла, равного 40°, построить угол, 
равный: 1 ) 80°; 2 ) 160°; 3) 2 0 °?



82." Как, используя шаблон угла, равного 13°, построить 
угол, равный 2 °?

83.* Как построить угол, равный 1°, используя шаблон угла, 
равного: 1) 19°; 2) 7°?

84.* Проведите шесть прямых, пересекающихся в одной точ­
ке. Верно ли, что среди образовавшихся при этом углов 
есть угол меньше 31°?

.
КОНСТРУИРУЙТЕ. ФАНТАЗИРУЙТЕ

• • •
85. Не отрывая карандаша от бумаги, прове­

дите через девять точек (рис. 77) четыре 
отрезка (возвращаться в исходную точку
не обязательно). Рис- 7 7

4. Смежные и вертикальные углы

Определение .  Два угла называют , если
у них одна сторона общая, а две другие являются дополни­
тельными лучами.

На рисунке 78 углы МОЕ и EON смежные.
Сумма смеж ны х углов равна 180°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть углы АОС и СОВ смежные 
(рис. 79). Надо доказать, что /АОС + /С О В = 180°.
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М О  N
Рис. 78

Поскольку углы АОС и СОВ смежные, то лучи ОА и ОВ 
являются дополнительными. Тогда угол АО В  развернутый. 
Следовательно, ZAOB = 180°. Луч ОС принадлежит углу ЛОВ. 
По основному свойству величины угла имеем: /АОС + АСОВ = 
= /А О В = 180°. А
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О пределение. Два угла называют вер ти кальн ы м и , 
если стороны одного угла являются дополнительными лу­
чами сторон другого.

На рисунке 80 углы АО В  и СО Б  вертикальные.
Очевидно, что при пересечении двух прямых образуются 

две пары вертикальных углов, отличных от развернутого. 
На рисунке 80 углы АОС и ВО£> также вертикальные.

Те о ; Верт икальны е углы  равны .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если вертикальные углы явля­

ются развернутыми, то они равны.
На рисунке 81 углы 1 и 2 вертикальные и отличные от 

развернутого. Надо доказать, что /А  = Z2.
Каждый из углов 1 и 2 смежный с углом 3. Тогда Zl-l-ZЗ = 

-180° и Z2 + Z3 = 180°. Отсюда Z l = 180o-Z З  и Z2 = 180o-Z З . 
Получаем, что градусные меры углов 1 и 2 равны, а значит, 
равны и сами углы.

F

Рис. 80 Рис. 81 Рис. 82

З ад ач а . На рисунке 82 ZABE = ZDCP. Докажите, что 
ZFBC + ZBCP = 180°.

Р е ш ен и е . ZDCP + ZBCP  = 180°, так как углы DCP и ВСР 
смежные. Углы DCP и АВЕ  равны по условию. Углы А BE 
и FBC  равны как вертикальные.

Следовательно, ZDCP = ZFBC. Тогда ZFBC + ZBCP = 
-180°. •

1. Какие два угла называют смежными?
2. Чему равна сумма смежных углов?
3. Какие два угла называют вертикальными?
4. Сформулируйте теорему о свойстве вертикальных углов.
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ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

8 6 .° Начертите три угла: острый, прямой и тупой. Для каж­
дого из них постройте смежный угол. .

87.° Начертите два неравных смежных угла'так, чтобы их 
общая сторона была вертикальной.

УПРАЖНЕНИЯ 

8 8 .° Укажите пары смежных углов (рис. 83). 

М

КВ

о

Б
А В

б

Рис. 83

углы АВС и ИВЕ  вертикальными (рис. 84)? 

А

В

£>/ Е
б

Рис. 84

90. Сколько пар смежных углов изоб­
ражено на рисунке 85? Назовите их. 
Укажите пары вертикальных углов.

91. Могут ли два смежных угла быть 
равными: 1) 24° и 156°; 2) 63° 
и 107°? Ответ обоснуйте.

Являются ли

Рис. 85
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92. Найдите угол, смежный с углом: 1) 29°; 2) 84°; 3) 98°;
4) 135°.

93.° Может ли пара смежных углов состоять:
1 ) из двух острых углов;
2 ) из двух тупых углов;
3) из прямого и тупого углов;
4) из прямого и острого углов?
Один из смежных углов прямой. Каким является второй 
угол?

95. Найдите угол, смежный с углом АВС, если: 1) ZAВС = 
= 36°; 2) /А ВС  = 102°.

96. Найдите углы 2, 3 и 4 (рис. 8 6 ), 
если Z l = 420.

97.° Найдите смежные углы, если:
1) один из них на 70° больше 

другого;
2 ) один из них в 8  раз меньше 

другого;
3) их градусные меры относятся как 3 : 2 .

98.° Найдите смежные углы, если:
1) один из них в 17 раз больше другого;
2 ) их градусные меры относятся как 19 : 26.

99.° Верно ли утверждение:
1 ) для каждого угла можно построить только один вер­

тикальный угол;
2 ) для каждого угла, отличного от развернутого, можно 

построить только один смежный угол;
3) если углы равны, то они вертикальные;
4 ) если углы не равны, то они не вертикальные;
5 ) если углы не вертикальные, то они не равны;
6 ) если два угла смежные, то один из них острый, 

а второй — тупой;
7 ) если два угла смежные, то один из них больше дру­

гого;
8 ) если сумма двух углов равна 180°, то они смежные;
9 ) если сумма двух углов не равна 180°, то они не смежные;
1 0 ) если два угла равны, то смежные с ними углы также 

равны;



1 1 ) если смежные углы равны, то они прямые;
1 2 ) если равные углы имеют общую вершину, то они 

вертикальные;
13) если два угла имеют общую сторону, то они смеж­

ные?
Сумма двух углов, образованных при пересечении двух 
прямых, равна 140°. Докажите, что эти углы верти­
кальные.

101.* Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если:
1 ) сумма двух из них равна 106°;
2) сумма трех из них равна 305°.
Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если разность двух из них равна 64°.

103." Три прямые пересекаются в одной точке (рис. 87). Най­
дите сумму Z l + Z2  + Z3.

104 Прямые АВ, С Б  и М К  пересекаются в точке О (рис. 8 8 ), 
ZAOC = 70°, ZMOB = 15°. Найдите углы БО К, АОМ 
и АО О.

О-ТГ 105.* Найдите угол между биссектрисами смежных 
углов.
106.* Найдите угол между биссектрисами вертикальных 
углов.
Углы АВР  и Г  ВС смежные, ZAB.F = 80o, луч В Б  при­
надлежит углу АВР, /А В Б  = 30°. Найдите угол между 
биссектрисами углов Б ВЕ  и РВС.

108.* Углы АОВ и ВОС смежные, луч ОБ — биссектриса 
угла АОВ, угол ВОБ  на 18° меньше угла ВОС. Найдите 
углы АОВ и ВОС.
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Рис. 87 Рис. 88
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М А С К

Рис. 89

Найдите смежные углы МКЕ и РКЕ, если угол РКЕ  на 24° 
больше угла РКЕ, где луч Ю*1 — биссектриса угла М КЕ. 

110.' На рисунке 89 АМАВ + ААСВ = 180°. Докажите, что 
АМАВ = АКСВ.
На рисунке 90 АМВС = АВЕЕ. Докажите, что ААВЕ + 
+ ZБ.ED = 180°.

112.* Два угла имеют общую сторону, а их сумма равна 180°. 
Можно ли утверждать, что эти углы смежные?

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУИТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ/ФАНТАЗИРУЙТЕ

113. Разрежьте фигуру, изображенную на 
рисунке 91, на шесть частей двумя 
прямыми.

5. Перпендикулярные прямые

На рисунке 92 отмечены четыре угла, которые образова­
лись при пересечении прямых а и Ь. Легко показать (сделайте

это самостоятельно), что если один из 
углов прямой (например, угол 1), то 
углы 2, 3 и 4 также прямые.

Две прямые называ­
ют , если при их
пересечении образовался прямой угол. 

На рисунке 92 прямые а и b перпен- 
Рис. 92 дикулярны. Пишут: a l b  или 6 1 а .

а

1 2
г Ъ
V

3 4
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На рисунке 93 прямые АВ  и ВС не 
перпендикулярны. При их пересечении 
образовались пара равных острых углов 
и пара равных тупых углов. Величину 
образовавшегося острого угла называют 
углом между прямыми АО и ВС.

Если прямые перпендикулярны, то считают, что угол 
между ними равен 90°.

Из сказанного следует, что угол между двумя прямыми 
не превышает 90°.

О пределение. Два отрезка называют иерпендику- 
л яри ы м , если они лежат на перпендикулярных прямых.

На рисунке 94 отрезки АВ и СВ перпендикулярны. Пи­
шут: АВ 1  СБ.

А' А'

В ■
1 г ■ » 1 .

С £> С В I)

Рис. 94

Также можно рассматривать перпендикулярность двух 
лучей, луча и отрезка, прямой и луча, отрезка и прямой. 
Например, на рисунке 95 изображены перпендикулярные 
отрезок СВ и луч АВ.

На рисунке 96 изображены прямая а  и перпендикуляр­
ный ей отрезок АВ, конец В  которого принадлежит прямой а.

Рис. 95 Рис. 96
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В таком случае говорят, что из точки А на прямую а  опу­
стили перпендикуляр АВ. Точку В  называют основанием 
перпендикуляра АВ.

Длину перпендикуляра АВ называют расстоянием от точ­
ки А до прямой а. Если точка А принадлежит прямой а, то 
естественно считать, что расстояние от точки А до прямой а 
равно нулю.

На рисунке 97 изображен перпендикуляр ОМ, опущенный 
из точки О на прямую АВ. Если основание этого перпендику­
ляра, точка М, принадлежит отрезку АВ (лучу АВ), то длину 
отрезка ОМ называют расстоянием от точки О до отрезка АВ 
(луча АВ).

Если точка принадлежит отрезку (лучу), то естественно 
считать, что расстояние от этой точки до отрезка (луча) равно 
нулю.

Опустим из точки А на прямую а  перпендикуляр АВ 
(рис. 98). Пусть X  — произвольная точка прямой а, отличная 
от точки В. Отрезок АХ  называют наклонной, проведенной 
из точки А к прямой а.

Теор ема  5.1. Через каждую точку прямой проходит  
только одна прямая, перпендикулярная данной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Отметим на прямой АВ произ­
вольную точку М  и построим прямой угол СМВ (рис. 99). 
Тогда СМ _1_ АВ.

Предположим, что через точку М  проходит еще одна пря­
мая М Б, отличная от СМ и перпендикулярная прямой АВ.

Рассмотрим случай, когда луч М Б  п р и н а д л еж и т углу 
СМВ. Тогда по основному свойству величины угла ZСМВ = 
= /С М В  + /В М В .  Отсюда ZСМВ > ZВ М В . Однако на самом

А

О*

Г.  — .
м в

Рис. 97 Рис. 98 Рис. 99
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М

Рис. 100

деле /С М В  = /Б М В  = 90°. Следовательно, 
наше предположение неверно.

Аналогично рассматривают случай, когда 
луч МС принадлежит углу БМ В. А

Вы умеете через произвольную точку М, 
не принадлежащую прямой а, проводить пря­
мую Ь, перпендикулярную прямой а  (рис. 100). 
То, что такая прямая Ь единственная, дока­
жем в п. 7.

1. Какие две прямые называют перпендикулярными?
2. Каким символом обозначают перпендикулярные прямые?
3. Что называют углом между двумя пересекающимися пря­

мыми?
4. Какие два отрезка называют перпендикулярными?
5. Что называют расстоянием от точки до прямой?
6. Сколько через каждую точку прямой можно провести 

прямых, перпендикулярных данной?

&  ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

114.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 101. Пользуясь уголь­
ником, проведите через точку М  прямую, перпендику­
лярную прямой а.

М *

Рис. 101

Проведите прямую с и отметьте на ней точку К . Поль­
зуясь угольником, проведите через точку К  прямую, 
перпендикулярную прямой с.
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Проведите прямую d и отметьте точку М, не принад­
лежащую ей. С помощью угольника проведите через 
точку М  прямую, перпендикулярную прямой d. 
Начертите угол АВК, равный: 1) 73°; 2) 146°. Отметь­
те на луче В К  точку С и проведите через нее прямые, 
перпендикулярные прямым АВ и ВК.

118.° Начертите два перпендикулярных отрезка так, что­
бы они: 1) пересекались и не имели общего конца;
2) не имели общих точек; 3) имели общий конец.

19. Начертите два перпендикулярных луча так, чтобы они:
1) пересекались; 2) не имели общих точек.

УПРАЖНЕНИЯ

На рисунке 102 прямые АС и DK  перпендикулярны. 
Перпендикулярны ли: 1) отрезки АВ и ВК ; 2) отрез­
ки ВС и DF; 3) лучи ВС и ВК ; 4) отрезок АВ и луч FD1 
Может ли угол между прямыми быть равным: 1) 1°;
2) 80°; 3) 90°; 4) 92°; 5) 101°?

122.“ Докажите, что если биссектрисы углов АОВ и ВОС 
перпендикулярны, то точки А, О и С лежат на одной 
прямой.

123.' На рисунке 103 АВ LCD, /С О К  = 42°, /М ОС + /В О К  = 
= 130°. Найдите: 1) угол МОК; 2) угол MOD.
На рисунке 104 AC -L DK, O B L B F , /D B O  = 54°. Най­
дите угол ABF.

м

с̂ / к  D
/ о

А О В  А В
\  с

\F
D К

Рис. 103 Рис. 104
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/ К
£>

В

Рис. 105

125.' Угол ЛВС равен 160°, лучи В К  и ВМ  
проходят между сторонами этого угла 
и перпендикулярны им. Найдите 
угол М ВК.

126.' На рисунке 105 В Р 1 А С , BDX.BR. 
Докажите, что /А В Б  = /Р В К .

127. На рисунке 105 ZAБ.D = / Р В К ,  
/.ОВР = ZКВС. Докажите, что ВР ±  АС.

128." Из вершины угла АВС, равного 70°, проведены лучи БХ) 
и ВР  так, что Б1) 1  ВА, ВР  1  ВС, лучи В Б  и ВС при­
надлежат углу АВР. Найдите углы Б ВР  и АВР.

129.* Пользуясь угольником и шаблоном угла, равного 17°, 
постройте угол, равный: 1) 5°; 2) 12°.

130. Пользуясь угольником и шаблоном угла, равного 20°, 
постройте угол, равный 10°.

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

131. На рисунке 106 прямая пересекает 
все стороны восьмиугольника. Может 
ли прямая пересекать все стороны 
тринадцатиугольника, не проходя ни 
через одну из его вершин?

6. Аксиомы

В предыдущих пунктах были доказаны четыре теоремы. 
Каждый раз, доказывая новое свойство фигуры, мы опирались 
на ранее известные геометрические факты. Например, при 
доказательстве теоремы о вертикальных углах было исполь­
зовано свойство смежных углов. Руководствуясь этим прин­
ципом, мы докажем еще много новых теорем. Но уже сейчас,
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на начальном этапе изучения геометрии, возникает естествен­
ный вопрос: если свойства геометрических фигур изучают по 
принципу «новое из старого», то должны существовать перво­
начальные факты, и тогда на чем основано доказательство их 
истинности? Ведь до них никаких истинных утверждений не 
было. Решить эту проблему можно единственным способом: 
принять первые свойства без доказательств. Так и поступают 
математики. Эти свойства называют аксиомами.

В качестве аксиом выбирают утверждения, которые про­
сты, очевидны и не вызывают сомнений. Ведь недаром слово 
«аксиома» происходит от греческого «аксиос», что означает 
«достойный признания».

Некоторые аксиомы были сформулированы в предыдущих 
пунктах. Мы назвали их основны м и с в ойс т в а м и.

Часть аксиом мы не выделяли каким-то специальным 
образом, а просто привели как наглядно очевидные утверж­
дения. Так, в пп. 2, 3 были сформулированы следующие 
аксиомы:

для любых двух точек существует единственный отрезок, 
для которого эти точки являются концами;

каждый отрезок имеет определенную длину;
каждый угол имеет определенную величину.
Мы опирались и на некоторые другие истинные утверж­

дения, принятые без доказательства, то есть, по сути, на ак­
сиомы, которые, однако, не были сформулированы в явном 
виде. Например, в п. 1, описывая рисунок 13, мы фактически 
использовали такую аксиому:

какова бы ни была прямая, существуют точки, принад­
лежащие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей.

Аксиомы используют не только в математике. Нередко 
в обыденной жизни любое истинное утверждение, не требую­
щее обоснования, называют аксиомой. Например, говорят: 
«После марта наступит апрель. Это аксиома».

Аксиомы возникают не только из практики или наблю­
дений.
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Для каждого гражданина Украины Конституция — это 
список аксиом. Поэтому аксиому можно рассматривать как 
закон или правило. Но законы (правила игры) принимают, то 
есть они возникают в результате договоренности людей между 
собой. Следовательно, аксиомы геометрии можно также рас­
сматривать как утвержденные правила, на основании которых 
геометры, как каменщики, строят здание науки (рис. 107).

48 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства

Рис. 107

Тогда у вас может возникнуть вопрос: «Неужели на гео­
метрию можно смотреть как на игру, например такую, как 
шахматы?» В какой-то степени — да. Но при этом надо 
понимать, что шахматные правила, а значит, и сама игра 
возникли благодаря человеческой фантазии. Вместе с тем 
геометрические правила (аксиомы) возникли из практики 
и наблюдений. Поэтому геометрия, в отличие от шахмат, 
используется очень широко.

Если вы изберете профессию математика, то сможете 
ознакомиться с совершенно иными геометриями, которые 
отличаются от изучаемой в школе тем, что они строятся 
на других аксиомах.
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ИЗ ИСТОРИИ ГЕОМЕТРИИ В Н И Ш К ''

Когда и где возникли первые геометри­
ческие сведения? Специалисты не отве­
чают на этот вопрос однозначно. Одни 
считают, что первооткрывателями были 
египетские и вавилонские землемеры, 
жившие за 4000 лет до н. э.; другие пола­
гают, что геометрия зародилась в Древнем 
Египте 5000 лет назад.

Может показаться странным, но во­
прос, когда возникла наука геометрия, 
не вызывает споров. Историки едины во мнении: в VI веке 
до н. э. Такое единодушие, на первый взгляд, может удивить:

ведь и до того времени народы древнего 
мира накопили огромный объем гео­
метрических знаний. Например, совер­
шенно очевидно, что без геометрического 
опыта египтяне не подарили бы миру 
одно из семи чудес света — пирамиды. 
И все-таки, почему обилие накопленных 

Египетски© пирамиды геометрических фактов неравносильно
существованию геометрической науки?

Геометрия ст ала наукой  лиш ь тог­
да, когда ее ист ины  начали уст анавли­
вать пут ем доказательства.

Появление «доказательной геомет­
рии» связано с именем первого из «семи 
мудрецов» — Фалеса Милетского1 (ок.
625-547 гг. до н. э.) — философа, уче­
ного, купца и государственного деятеля.

Задолго до Фалеса было известно, что 
вертикальные углы равны, что диаметр 
делит круг на две равные части. Никто 
в истинности этих фактов не сомневался. Фалес Милетский

1 М и л е т  —  порт в Малой А зи и  на побережье Эгейского моря.
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А Фалес доказал их, тем самым прославив 
себя.

В У1-Ш вв. до н. э. благодаря ученым 
Древней Греции, таким как Пифагор, 
Евдокс, Архит, Теэтет, Евклид (Эвклид), 
Архимед, геометрия из прикладной науки 
превратилась в математическую теорию.

Книгу, по которой изучали геометрию 
более 2000 лет, без преувеличения можно 
назвать великой. Она называется «Нача­
ла», ее автор — Евклид (ок. 365-300 гг. 
до н. э.). К сожалению, о самом Евклиде 

Евклид мало что известно. В таких случаях лич­
ность обрастает легендами, одна из кото­

рых весьма поучительна. Царь Птолемей I спросил Евклида, 
существует ли более простой путь познания геометрии, чем 
изложенный в «Началах». Евклид ответил: «В геометрии нет 
царских дорог».

«Начала» Евклида



А какой же путь в геометрию избрал Евклид в своих «На­
чалах»? Аксиоматический. В фундаменте науки — список 
простейших фактов. Их называют постулатами (от латин­
ского розЫ1аЫт  — «требование») и аксиомами. Затем на 
их основе путем логических рассуждений доказывают все 
другие свойства — теоремы.

Постулатов у Евклида пять. Приведем первые четыре.
I постулат. Требуется, чтобы от каждой точки ко всякой 

другой точке можно было провести прямую 
линию.

II постулат. И чтобы каждую прямую можно было неогра­
ниченно продолжить.

III постулат. И чтобы из любого центра можно было описать
окружность любого радиуса.

IV постулат. И чтобы все прямые углы были равны.

О пятом постулате мы расскажем после п. 14.
На протяжении многих веков с «Началами» Евклида по 

популярности могла сравниться разве что Библия. Так, еще 
в конце XIX  в. в ряде европейских стран геометрию препо­
давали по упрощенным изданиям «Начал».

И сейчас геометрия, которую изучают в школе, во многом 
следует идеям Евклида.

ЗАДАНИЕ № 1 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ

1. Сколько прямых определяют три точки, не лежащие на 
одной прямой?
А) 2; Б) 4; В) 3; Г) 1.

2. Сколько можно провести отрезков, содержащих две за­
данные точки?
А) 1; Б) 2; В) 3; Г) бесконечно много.

3. Точка М  является внутренней точкой отрезка РЯ- Какое 
из следующих утверждений верно?
А) РМ + М Я = РЯ; В) МЯ = РЯ  + РМ;
Б) РЯ = РМ -  МЯ; Г) РМ = РЯ + М Я■

Задание № 1 «Проверьте себя» в тестовой форме 51



4. Точки А, Б и С лежат на одной прямой, причем ВС = 8 см, 
АД -  ВС = 8 см. Какое из следующих утверждений верно?
A) Точка А — середина отрезка ВС;
Б) точка В  — середина отрезка АС;
B) точка С — середина отрезка АБ;
Г) точки А и В  совпадают.

5. Отрезок АВ равен 12 см. Сколько на прямой АВ суще­
ствует точек, сумма расстояний от каждой из которых до 
концов отрезка АБ равна 14 см?
А) Бесконечно много; Б) 1; В) 2; Г) ни одной.

6. Отрезок АБ равен 12 см. Сколько на прямой АВ суще­
ствует точек, сумма расстояний от каждой из которых до 
концов отрезка АБ равна 12 см?
А) Ни одной; Б) 2; В) бесконечно много; Г) 1.

7. Два луча являются дополнительными, если:
A) они имеют общее начало;
Б) их объединением является прямая и они имеют общее 

начало;
B) они принадлежат одной прямой;
Г) их объединением является прямая.

8. Какое обозначение угла, изображенного 
на рисунке, неверно?
А) ZO; В) ZMOJ/V; О
Б) ZOMІV; Г) ZІVOM. N

9. Какое из следующих утверждений неверно?
A) Смежные углы имеют общую вершину;
Б) смежные углы имеют общую сторону;
B) всегда один из смежных углов острый, а другой — 

тупой;
Г) если углы АОС и СОВ смежные, то лучи ОА и ОБ до­

полнительные.
10. Какое из следующих утверждений неверно?

A) Вертикальные углы равны;
Б) если углы равны, то они вертикальны;
B) вертикальные углы имеют общую вершину;
Г) стороны вертикальных углов образуют две пары до­

полнительных лучей.

52 § 1. Простейшие геометрические фигуры и их свойства
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11. Какое из следующих утверждений верно?
A) Перпендикулярные отрезки всегда имеют общую точку; 
Б) перпендикулярные лучи всегда имеют общую точку;
B) перпендикулярные прямые всегда имеют общую точку; 
Г) перпендикулярные луч и отрезок всегда имеют общую

точку.

ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 1

Основное свойство прямой
Через любые две точки можно провести прямую, и при­
том только одну.

Пересекающиеся прямые
Две прямые, имеющие общую точку, называют пере­
секающимися.

Теорема о двух пересекающихся прямых
Любые две пересекающиеся прямые имеют только одну 
общую точку.

Равные отрезки
Два отрезка называют равными, если их можно совме­
стить наложением.
Равные отрезки имеют равные длины, и наоборот, если 
длины отрезков равны, то равны и сами отрезки.

Основное свойство длины отрезка
Если точка С является внутренней точкой отрезка АВ, 
то отрезок АВ равен сумме отрезков АС и СВ, то есть 
АВ = АС + СВ.

Расстояние между точками
Расстоянием между точками А и В  называют длину от­
резка АВ.

Дополнительные лучи
Два луча, имеющих общее начало и лежащих на одной 
прямой, называют дополнительными.

Развернутый угол
Угол, стороны которого являются дополнительными лу­
чами, называют развернутым.
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Равные углы
Два угла называют равными, если их можно совместить 
наложением.
Равные углы имеют равные величины, и наоборот, если 
величины углов равны, то равны и сами углы.

Биссектриса угла
Биссектрисой угла называют луч с началом в вершине 
угла, делящий этот угол на два равных угла.

Прямой, острый, тупой углы
Угол, градусная мера которого равна 90°, называют 
прямым.
Угол, градусная мера которого меньше 90°, называют 
острым.
Угол, градусная мера которого больше 90°, но меньше 
180°, называют тупым.

Основное свойство величины угла
Если луч ОС делит угол АО В  на два угла АОС и СОВ, 
то ААОВ = /АОС + АСОВ.

Смежные углы
Два угла называют смежными, если у них одна сторона 
общая, а две другие являются дополнительными лучами.

Свойство смежных углов
Сумма смежных углов равна 180°.

Вертикальные углы
Два угла называют вертикальными, если стороны одного 
угла являются дополнительными лучами сторон другого.

Свойство вертикальных углов
Вертикальные углы равны.

Перпендикулярные прямые
Две прямые называют перпендикулярными, если при их 
пересечении образовался прямой угол.

Теорема о прямой, перпендикулярной данной
Через каждую точку прямой проходит только одна пря­
мая, перпендикулярная данной.



ТРЕУГОЛЬНИКИ

Как, не накладывая один треугольник на другой, 
узнать, равны ли они? Какими свойствами обладают 
равнобедренный и равносторонний треугольники? 
Как «устроена» теорема? На эти и многие другие во­
просы вы найдете ответы в данном параграфе.
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7. Равные треугольники.
Высота, медиана, биссектриса треугольника

Рассмотрим три точки А, В, С, не лежащие на одной пря­
мой. Соединим их отрезками АВ, ВС, СА. Полученная фигура 
ограничивает часть плоскости, выделенную на рисунке 108 
зеленым цветом. Эту часть плоскости вместе с отрезками АВ, 
ВС и СА называют треугольником. Точки А, В, С называют 
вершинами треугольника, а отрезки АВ, ВС, СА — сторонами 
треугольника.

Треугольник называют и обозначают по его вершинам. 
Треугольник, изображенный на рисунке 108, обозначают так: 
ААВС, или АВСА, или ААСВ (читают: «треугольник АВС», 
«треугольник ВСА» и т. д.).

Углы ВАС, АВС, ВСА (рис. 109) называют углами тре­
угольника АВС.

В треугольнике АВС (рис. 109), например, угол В  назы­
вают углом, противолежащим стороне АС, а углы А и С — 
углами, прилежащими к стороне АС, сторону АС — стороной, 
противолежащей углу В, стороны АВ и АС — сторонами, 
прилежащими к углу А.

О пределение. П ерим етром  тр еу гольн и ка называ­
ют сумму длин всех его сторон.

Периметр обозначают буквой Р. Например, для периметра 
треугольника М ИК  используют обозначение Рмш-

О п р еделен и я. Треугольник называют остр о у то л ь- 
, если все его углы острые.

Треугольник называют , если один из
его углов прямой.

Рис. 108 Рис. 109



Треугольник называют г у по у го ль л , если один из
его углов тупой (рис. 110).
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Остроугольный
треугольник

Прямоугольный
треугольник

Р и с .110

Тупоугольный
треугольник

Определении Два треугольника называют р ,
если их можно совместить наложением.

На рисунке 111 изображены равные треугольники ABC 
и AjEjCj. Записывают: ААВС = АА1В1С1. Эти треугольники 
можно совместить так, что вершины А и Аг, В  и B v С и Сх 
совпадут. Тогда можно записать: ZA = ZAL, ZB = ZB1, ZC = ZCt, 
AB = A1B1, BC = B1C1, CA -  C1A1.

Те стороны и те углы, которые со­
вмещаются при наложении равных тре­
угольников, называют соответственны­
ми сторонами и соответственными угла­
ми. Так, на рисунке 111 стороны АС 
и A Cj, углы A h A j соответственные.

Обычно на рисунках равные сторо­
ны отмечают одинаковым количеством 
черточек, а равные углы — одинаковым 
количеством дуг (рис. 111).

Заметим, что в равных треугольни­
ках  против соот вет ст венных углов 
леж ат  соот вет ст венны е ст ороны, 
и наоборот, против соот вет ст вен­
ных сторон леж ат  соответственные 
углы. Рис. 111
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Основное с в о й с т в о  р а в е н с т в а  т реу гольников.  
Для данного треугольника АВС и данного луча А гМ  су­
ществует треугольник равный треугольнику АВС,
такой, что АВ = А 1В 1, ВС = В ХС1( АС = >41С1 и сторона А 1В 1 
принадлежит лучу А ХМ, а вершина Сх лежит в заданной 
полуплоскости относительно прямой А гМ  (рис. 112).

Через точку, не принадлеж ащ ую  данной  
прямой, проходит т олько одна прямая, перпендикулярная  
данной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим прямую а и не при­
надлежащую ей точку О. Предположим, что через точку О 

проходят две прямые О А и ОВ, перпенди­
кулярные прямой а  (рис. 113).

В силу основного свойства равенства 
треугольников существует треугольник ОгАВ, 
равный треугольнику ОАВ, такой, что АО = 
= АОг и ВО = Б 0 1 (рис. 114). Тогда ZОАВ = 
= АО^АВ. Следовательно, Z 01.AБ -  90°. От­
сюда Z0A 01 =180°, а значит, точки О, А, Ог 
лежат на одной прямой.

Аналогично доказывают, что точки 
О, В , 0 1 также лежат на одной прямой. 
Но тогда прямые ОА и ОВ имеют две точ­
ки пересечения: О и Ох. А это противо- 

Рис. 114 Речит теореме 1.1. Следовательно, наше

Рис. 112 Рис. 113



предположение неверно. Таким образом, через точку О про­
ходит одна прямая, перпендикулярная прямой а. А

Возможно, вы заметили, что определения равных отрез­
ков, равных углов и равных треугольников очень похожи. 
Поэтому целесообразно принять следующее определение 
равных фигур.

Определение.  Две фигуры называют ра , если
их можно совместить наложением.

На рисунке 115 изображены равные 
фигуры Ф1 и Ф2. Пишут: Ф1=Ф2.

Понятно, что любые две прямые (два 
луча, две точки) равны.

О Г1 р е д е л е  н не Перпендикуляр, 
опущенный из вершины треугольника 
на прямую, содержащую противоле­
жащую сторону, называют 
треугольника.

На рисунке 116 отрезки В В 1 и CCj — Рис. 115
высоты треугольника ABC.

Определение.  Отрезок, соединяющий вершину тре­
угольника с серединой противолежащей стороны, называют 
медианой треугольника.

На рисунке 117 отрезок АМ — медиана треугольника ABC.
О п р е д е л е в и е Отрезок биссектрисы угла треугольника, 

соединяющий вершину треугольника с точкой противолежа­
щей стороны, называют б ис с е к т р и с ой  треугольника.

7. Равные треугольники. Высота, медиана, биссектриса 59

Рис. 116 Рис. 117
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Jfi

В В

*------------- W
А L С А С

Рис. 118 Рис. 119

На рисунке 118 отрезок BL  — биссектриса треугольни­
ка ABC.

Каждый треугольник имеет три высоты, три медианы 
и три биссектрисы.

Часто длины сторон треугольника, противолежащих 
углам А, В , С, обозначают соответственно а, Ь, с. Длины вы­
сот обозначают ha, hb, hc, медиан — та, ть, тс, биссектрис — 
1а, 1Ь, 1С. Индекс показывает, к какой стороне проведен от­
резок (рис. 119).

1. Как называют и обозначают треугольник?
2. Что называют периметром треугольника?
3. Какие существуют виды треугольников в зависимости 

от вида их углов?
4. Какой треугольник называют прямоугольным? тупоуголь­

ным? остроугольным?
5. Какие два треугольника называют равными?
6. Как называют те пары сторон и пары углов равных тре­

угольников, которые совмещаются при наложении?
7. Какие две фигуры называют равными?
8. Что называют высотой треугольника?
9. Что называют медианой треугольника?

10. Что называют биссектрисой треугольника?
11. Сколько у каждого треугольника высот? медиан? бис­

сектрис?
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а  б  в

Рис. 121

135.° Начертите произвольный треугольник и проведите все 
его медианы.

136.° Начертите произвольный треугольник и проведите все 
его биссектрисы.

ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

132.° Начертите треугольник:
1) остроугольный;
2) прямоугольный;
3) тупоугольный.
Проведите из каждой вершины треу­
гольника высоту.

133.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 120, 
проведите высоту, общую для трех 
изображенных треугольников. У ка­
кого из них эта высота расположена 
вне треугольника?

134. Перерисуйте в тетрадь треугольники, 
изображенные на рисунке 121, про­
ведите в каждом из них все высоты.

Рис. 120
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137.° Начертите произвольный треугольник, обозначьте его 
вершины буквами М, К  и Е. Укажите:
1) сторону, противолежащую углу М;
2) угол, противолежащий стороне М К ;
3) стороны, прилежащие к углу К;
4) углы, прилежащие к стороне КЕ.

138.' Запишите стороны, вершины, углы треугольника СЕР 
(рис. 122). Укажите:
1) угол, противолежащий стороне СР;
2) углы, прилежащие к стороне СЕ;

С/3) сторону, противолежащую углу Е; ч . ----------------у
4) стороны, прилежащие к углу Р. /

139.° Одна из сторон треугольника в
5 раз меньше второй и на 25 см _Рис. 122
меньше третьей. Найдите стороны 
треугольника, если его периметр 
равен 74 см.

140.° Стороны треугольника относятся как 5 : 7 : 11, а сумма 
наибольшей и наименьшей сторон равна 80 см. Вычис­
лите периметр треугольника.

Периметр треугольника равен 48 см, а его стороны от­
носятся как 7 : 9 : 8 .  Найдите стороны треугольника.

Треугольники АР К  и МСЕ равны, углы А я С соответ­
ственные, РК  = 10 см. Найдите сторону М Е.

143 Треугольники АВС и Б Е Р  равны, стороны АВ и Б Е , ВС 
и соответственные, АВ = 32°. Найдите угол Б.

Треугольники АВС и КТМ  равны, углы А и М, В ж К  
соответственные, ZC = 40°, М К  = 5 см. Найдите угол Т 
и сторону АВ.
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Верно ли утверждение:
1) если треугольники равны, то их периметры также 

равны;
2) если периметры двух треугольников равны, то и сами 

треугольники равны?
Какие из элементов треугольника — биссектриса, ме­
диана, высота — всегда принадлежат треугольнику? 

47. Какой из элементов треугольника — биссектриса, 
медиана, высота — может совпадать с его стороной? 
Укажите вид треугольника, для которого это возможно.
1) Может ли одна высота треугольника принадлежать 
ему, а две другие — нет?
2) Может ли только одна высота треугольника совпадать 

с его стороной?
3) В каком треугольнике три высоты пересекаются в его 

вершине?
149.’ Медиана В В  треугольника АВС разбивает его на два 

треугольника, периметры которых равны 32 см и 36 см. 
Найдите периметр треугольника АВС, если В В  = 10 см.
Медиана треугольника, периметр которого равен 60 см, 
разбивает его на два треугольника, периметры которых 
равны 36 см и 50 см. Чему равна длина этой медианы?

151. На рисунке 123 КР = РЕ = ЕР = РТ = 1 см. Какие равные 
отрезки есть еще на этом рисунке? Найдите их длины.

К  Р Е Р Т 

Рис. 123

152. Луч В В  разбивает угол АВС, равный 72°, на два 
угла АВВ  и СВВ  так, что ZАВВ  = 5 /.СВВ. Луч В К  про­
ходит так, что луч ВА является биссектрисой угла ВВК . 
Определите градусную меру и вид угла ВВ К .
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НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

153. Разрежьте каждую из фигур, изображенных на рисун­
ке 124, на две равные фигуры (разрезать не обязательно 
по линиям сетки).

а б в г д
Рис. 124

8. Первый и второй признаки  
равенства треугольников

Если для треугольников АВС и А1В1С1 выполняются шесть 
условий: , ZB = Z £1, ZC = ZC1, АВ = , ВС = В 1̂С1,
СА = С1А1, то очевидно, что эти треугольники совпадут при 
наложении. Значит, они равны.

Попробуем уменьшить количество условий. Например, 
оставим лишь два равенства: АВ = А1В1 и ВС = В1С1. В этом 
случае треугольники АВС и А1В1С1 могут оказаться неравны­
ми (рис. 125).

Как же сократить список требований до минимума, но 
при этом сохранить равенство треугольников? На этот вопрос
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отвечают теоремы, которые называют признаками равенства 
треугольников.

Т е о р е м а  8.1 (первый п р и зн ак  р а в е н с т в а  тре ­
угольников:  по двум с торона м и углу между ними). 
Если две стороны и угол между ними одного треугольника 
равны соответственно двум сторонам и углу между ними 
другого треугольника, то такие треугольники равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим треугольники ABC 
и АХВХСХ, у которых АВ = АХВХ, ВС = ВХСХ, / В  = / В х (рис. 126). 
Докажем, что ААВС = ААХВХСХ.

Наложим треугольник ABC на тре­
угольник АХВХСХ так, чтобы луч ВА сов­
местился с лучом ВХАХ, а луч ВС совме­
стился с лучом ВХСХ. Это можно сделать, 
так как по условию ZВ = / В х. Поскольку 
по условию ВА = ВХАХ и ВС = ВХСХ, то при 
таком наложении сторона ВА  совме­
стится со стороной ВХАХ, а сторона ВС — 
со стороной ВХСХ. Следовательно, тре- Ах
угольники ABC и A. B.C. полностью совме-

■ 1 1 1  Рис. 126
стятся, значит, они равны.

Определение .  Прямую, перпендикулярную отрезку 
и проходящую через его середину, называют
п е р 11 е и д и к у я я ром отрезка:

На рисунке 127 прямая а  — серединный перпендикуляр 
отрезка АВ. Заметим, что точки А и В  равноудалены от пря­
мой а.

Каждая точка серединного перпендику­
ляра отрезка равноудалена от концов этого отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  — произ­
вольная точка серединного перпендикуля­
ра а отрезка АВ.  Надо доказать, что ХА = ХВ.

Пусть точка М — середина отрезка АВ.  
Если точка X  совпадает с точкой М  (а это воз­
можно, так как X  — произвольная точка пря- 

Рис. 127 мой а), то ХА = ХВ.

а
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Если точки Х и  М н е совпадают, то 
рассмотрим треугольники АХМ  и ВХМ  
(рис. 128). В этих треугольниках АМ = 
= МВ, так как точка М  — середина отрез­
ка АВ, сторона ХМ  — общая, /А М Х  = 
-  АВМХ = 90°. Следовательно, треуголь- 

'В ники АХМ  и ВХМ  равны по двум сто­
ронам и углу между ними, то есть по 
первому признаку равенства треуголь­
ников. Значит, отрезки ХА и ХВ  равны 
как соответственные стороны равных 
треугольников. А

Т ео р ем а  8.3 (втор ой  п р и зн а к  р а в е н с т в а  тр е­
угольн и ков: по стороне и двум прилеж ащ им  к ней 
углам ) Если ст орона и два прилеж ащ их к ней угла одно­
го т реугольника равн ы  соот вет ст венно ст ороне и двум  
прилежащ им к ней углам  другого т реугольника, то такие 
т реугольники равны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0  Рассмотрим треугольники АВС 
и АуВуС  ̂ у которых АС = А1С1, ZA = ZA1, ZC = ZC1 (рис. 129). 
Докажем, что ЛАВС = 4А1Б1С1.

Наложим треугольник АВС на тре­
угольник А1В1С1 так, чтобы точка А 
совместилась с точкой А1, отрезок АС — 
с отрезком АХСХ (это возможно, так как 
АС = А1С1) и точки В  и В г лежали 
в одной полуплоскости относительно 
прямой А,СГ П оскольку ZA = ZA1 
и ZC = ZC1, то луч АВ совместится с лу­
чом А1В1, а луч СВ — с лучом С ^ .
Тогда точка В  — общая точка лучей 
АВ и СВ — совместится с точкой В 1 — 
общей точкой лучей А1В1 и С1В1. Зна­
чит, треугольники АВС и А1В1С1 пол­
ностью совместятся, следовательно, 
они равны. ▲ Рис. 129

В

Вг
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З а д а ча .  На рисунке 130 точка О — В 
середина отрезка BD , ZABO = ZCDO.
Докажите, что BC = AD.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим треугольни­
ки АОВ и COD. Так как точка О — сере- ^ 
дина отрезка BD, то ВО = OD. По условию рис. 1 3 0
ZABO = ZCDO. Углы АОВ и COD равны 
как вертикальные. Следовательно, А АОВ = ACOD по стороне 
и двум прилежащим углам, то есть по второму признаку ра­
венства треугольников. Отсюда АВ = CD как соответственные 
стороны равных треугольников. Заметим, что BD — общая 
сторона треугольников ABD  и CDB. Также по условию 
ZABD = ZCDB. Следовательно, треугольники ABD и CDB 
равны по двум сторонам и углу между ними, то есть по перво­
му признаку равенства треугольников. Тогда BC = AD. •

1. Сформулируйте первый признак равенства треугольников.
2. Какую прямую называют серединным перпендикуляром 

отрезка?
3. Каким свойством обладают точки серединного перпенди­

куляра отрезка?
4. Сформулируйте второй признак равенства треугольников.

154.° С помощью линейки и транспортира постройте треуголь­
ник, две стороны которого равны 3  см и 6  см, а угол 
между ними — 40°.

155.° С помощью линейки и транспортира постройте треуголь­
ник, две стороны которого равны 3 см и 4 см, а угол 
между ними — 90°. Укажите вид этого треугольника.

156.° С помощью линейки и транспортира постройте тре­
угольник, одна сторона которого равна 3 см, а углы, 
прилежащие к этой стороне, — 100° и 20°. Укажите 
вид этого треугольника.



68 § 2. Треугольники

157 С помощью линейки и транспортира постройте тре­
угольник, одна сторона которого равна 6 см, а углы, 
прилежащие к этой стороне, — 90° и 45°.

158.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 131. С помощью уголь­
ника и линейки найдите на прямой I точку, равноуда­
ленную от концов отрезка АВ.

Рис. 131 Рис. 132

159 Перерисуйте в тетрадь рисунок 132. С помощью уголь­
ника и линейки найдите точку, которая равноудалена 
от точек А и В и в то же время равноудалена от то­
чек С і £).

УПРАЖНЕНИЯ ■ №

160.° На рисунке 133 АС = БС, ВС = ЕС. Докажите, что 
ЛАВС = АВЕС.

161. На рисунке 134 АВ -  АВ, /.ВАС -  /.ВАС. Докажите, что 
ААВС = ААВС.

В

Рис. 133 Рис. 134
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162.° На рисунке 135 АВ = СБ, Z1 = Z2, АО = 7 см, ZC = 34°. 
Найдите отрезок ВС и угол А.

163. На рисунке 136 АО = ОБ, ВО = ОС. Найдите сторо­
ну С Б  и угол ОС Б  треугольника ОСБ, если АВ = 8 см, 
ZOBA = 43°.

А И

Рис. 135

164.° Дано: ОА = ОС, ОВ = ОБ (рис. 137). Докажите, что 
ZOAD = /О С  В.

165.° Дано: ZADC = ZADБ, В Б  = СБ  (рис. 138). Докажите, 
что АВ = АС.

В

166.° Из точек А и В, лежащих в одной полуплоскости от 
носительно прямой а  на одинаковом расстоянии от нее 
опущены на эту прямую перпендикуляры АС и В Б  
Найдите угол АС В, если ZАБС = 25°.

Л
167. Отрезки AD и ВС пересекаются в точ­

ке О и делятся этой точкой попо­
лам. Найдите угол АС Б , если ZABC =
= 64°, /А СО  = 56°.

168.° На рисунке 139 АВ _L В Б , СБ _L В Б , 
точка О — середина отрезка В Б . До­
кажите, что ААВО = ЛСБО. Рис. 139
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169.° На рисунке 140 Z1 = Z2, Z3 = Z4, А_В = 8 см, ВС = 6 см. 
Найдите стороны AJD и С£> треугольника ADC.

170.° На рисунке 141 ZABC = ZDEF, ВО -  ОЕ. Докажите, что 
ЛВСО = AEFO.

Рис. 140 Рис. 141

171.° На рисунке 142 ZBAO = ZDCO, ZBAC = ZDCA. Дока­
жите, что A ABC = ACDA.

172.° На сторонах угла с вершиной в точке В  отмечены точ­
ки А и С, а на его биссектрисе — точка X) так, что 
ZADB = ZCDB. Докажите, что АВ = ВС.

173.° Через точку М, принадлежащую биссектрисе угла 
с вершиной в точке О, провели прямую, перпендику­
лярную этой биссектрисе. Эта прямая пересекает сто­
роны данного угла в точках А и Б . Докажите, что 
АМ = МВ.

174.° На рисунке 143 ААВС = ААВС. Докажите, что ААВК = 
= АА1)К.

Рис. 142 Рис. 143



8. Первый и второй признаки равенства треугольников 71

В В

Е

А Б С А Г>1 с х Р

Рис. 144 Рис. 145

175.’ На рисунке 144 ААВС = АА.В.С,, /Б В С  = А Б ^ С ^  До­
кажите, что АБВС = АБ^ВуС^

176/ На рисунке 145 АМКО = АМРО. Докажите, что АКОЕ = 
= АРОЕ.

177/ На рисунке 146 В М ± АО, СК ХАБ, ВМ  = СК, АМ  = К Б. 
Докажите, что ААВБ = АСБА.

О-тг 178/ Докажите, что биссектрисы равных треугольников, 
проведенные из вершин соответственных углов, равны.

О-и 179/ Докажите, что в равных треугольниках медианы, 
проведенные к соответственным сторонам, равны.

180/ На продолжении медианы АМ  треугольника АВС за 
точку М  отложен отрезок М К, равный АМ. Найдите 
расстояние от точки К  до вершины С, если АВ = 6 см.

181/ Отрезки АВ и СБ пересекаются в точке О и делятся точ­
кой пересечения пополам. Докажите, что ААВС = АВАБ.

182/ На рисунке 147 прямые т и п  — серединные перпен­
дикуляры сторон АВ и АС треугольника АВС. Докажи­
те, что точка О равноудалена от всех вершин данного 
треугольника.

В С

Рис. 146 Рис. 147



183/ Для нахождения расстояния от точки В  до колоколь­
ни А, расположенной на другом берегу реки (рис. 148), 
с помощью вешек, рулетки и астролябии отметили на 
местности точки С, £> и Е  так, что В, С и 5  лежат на 
одной прямой, причем точка С является серединой от­
резка Б1). Потом наметили прямую АЕ, проходящую 
через точку С, причем ZABC = ZCZ)£. Затем, измерив 
одну из сторон треугольника СБЕ, определили рас­
стояние от В  до А. Какую сторону измерили? Ответ 
обоснуйте.

Рис. 148

Для определения ширины озера (рис. 149) на его берегу 
отметили точки А и В , а потом еще точки С, Б  и О так, 
чтобы точка О была общей серединой отрезков АС и ВО. 
Как можно определить ширину озера? Ответ обоснуйте.

Рис. 149
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185.“ Докажите равенство двух треугольников по стороне, 
медиане, проведенной к этой стороне, и углу между 
этой стороной и медианой.

186.” Докажите равенство двух треугольников по стороне, 
прилежащему к ней углу и биссектрисе треугольника, 
проведенной из вершины этого угла.

187.” Докажите равенство двух треугольников по биссектрисе, 
углу, из вершины которого проведена эта биссектриса, 
и углу, образованному биссектрисой со стороной, к ко­
торой она проведена.

188." Серединный перпендикуляр стороны ВС треугольни­
ка ABC пересекает сторону АВ в точке D. Найдите от­
резок AD, если CD = 4 см, АВ = 7 см.

189.” Серединный перпендикуляр стороны АВ треугольни­
ка ABC пересекает сторону ВС в точке М. Найдите 
длину стороны АС треугольника ABC, если ВС = 16 см, 
а периметр треугольника АМС равен 26 см.

190.” На рисунке 150 О А = OD. Добавьте еще одно условие такое, 
чтобы треугольники АОС и DOB оказались равными:
1) по первому признаку равенства треугольников;
2) по второму признаку равенства треугольников.

191.” Отрезки АВ  и CD пересекаются в точке О и делятся 
этой точкой пополам. На отрезке АС отмечена точка М, 
а на отрезке BD — точка К  так, что AM = ВК. Дока­
жите, что: 1) ОМ = ОК-„ 2) точки М, О и К  лежат на 
одной прямой.

192.” На одной стороне угла с вершиной в точке О (рис. 151) 
отмечены точки А и В, а на другой — точки С и D так, 
что О А = ОС, АВ = CD. Докажите, что луч ОМ является 
биссектрисой угла BOD, где М  — точка пересечения 
отрезков AD и ВС.

Рис. 150 Рис. 151
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УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

193. Верно ли утверждение: если через каждые две из 
трех данных точек провести прямую, то получим три 
прямые?

194. Лучи OD и О F  — биссектрисы смежных углов АО В 
и ВОС соответственно, ZAOD : ZFOC = 2:7.  Найдите 
углы AOD и FOC.

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

195. Разделите каждую из фигур, изображенных на рисун­
ке 152, по линиям сетки на четыре равные части так, 
чтобы в каждой части был ровно один кружок.

О
о о
о

о
о о о

Рис. 152

9. Равнобедренный треугольник и его свойства

Определение.  Треугольник, у которо­
го две стороны равны, называют р авн о­
бедренны м.

На рисунке 153 изображен равнобедрен­
ный треугольник АВС, у которого АВ = ВС.

Равные стороны равнобедренного тре­
угольника называют боковыми сторонами, 
а третью сторону — основанием равнобед­
ренного треугольника.Рис. 153
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Вершиной равнобедренного треугольника называют об­
щую точку его боковых сторон (точка В  на рисунке 153). При 
этом угол В  называют углом при вершине, а углы А и С — 
углами при основании равнобедренного треугольника.

О пределени е. Треугольник, у которого все стороны 
равны, называют ?в посторонни м.

На рисунке 154 изображен равносторонний треуголь­
ник АВС. Равносторонний треугольник — частный случай 
равнобедренного треугольника.

В в

Т ео р ем а  9.1 (с в о й с т в а  р ав н о б ед р ен н о го  тр е­
у го льн и к а). В р авн обедр ен н ом  т реугольнике: 1) углы  
при основании равн ы ; 2) биссект риса т реугольника, про­
веденная к его основанию, являет ся м едианой и высот ой  
т реугольника.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Рассмотрим равнобедренный 
треугольник АВС, у которого АВ = ВС, отрезок ВЬ  — его 
биссектриса (рис. 155). Требуется доказать, что /А  = /С ,  
АЬ = ЬС, ВЬ  1  АС.

В треугольниках АВЬ  и СВЬ сторона ВЬ  — общая, 
ZABL = /.СВЬ, так как по условию ВЬ  — биссектриса угла АВС, 
стороны АВ и ВС равны как боковые стороны равнобедрен­
ного треугольника. Следовательно, ЛАВЬ = ЛСВЬ по первому 
признаку равенства треугольников. Отсюда можно сделать 
следующие выводы: 1) ZA = /С ;  2)АЬ = ЬС; 3) /А Ь В  = /.СЬВ.

Поскольку отрезки АЬ и ЬС равны, то отрезок ВЬ  — ме­
диана треугольника АВС.



Углы ALB  и CLB  смежные, следовательно, ZALB  + 
+ ZCLB = 180°. Учитывая, что ZALB = ZCLB, получаем: 
ZALB = ZCLB = 90°. Значит, отрезок BL  — высота треуголь­
ника ЛВС. А

Из теоремы 9.1 следует, что:
1) в т реугольнике против равн ы х  ст орон леж ат  р а в ­

ны е углы;
2) в равнобедренном  т реугольнике биссект риса, вы ­

сот а и м едиана, проведенны е к его основанию, со­
впадаю т ;

3) в равност ороннем  т реугольнике все углы р авн ы ;
4) в равност ороннем  т реугольнике биссект риса, вы ­

сот а и м едиана, проведенны е из одной верш ины, 
совпадаю т .

Определение.  Если в треугольнике длины всех сто­
рон различны, то такой треугольник называют р а з н о с т о ­
ронним.

З ад ач а . Отрезок AD — медиана равнобедренного тре­
угольника ABC, проведенная к основанию. На сторонах АВ 
и АС отмечены соответственно точки М и К  так, что ВМ  = СК. 
Докажите равенство треугольников AMD и AKD.

Р е ш е н и е .  Точка М  принадлежит 
отрезку АВ, а точка К  — отрезку АС, 
следовательно, АВ = AM  + ВМ, АС = АК  + 
+ СК (рис. 156).

Поскольку АВ = АС и ВМ  =СК, то 
AM = АК.

Углы BAD и CAD равны, поскольку 
медиана равнобедренного треугольника, 

Рис. 156 проведенная к основанию, является его
биссектрисой. '*

Заметим, что AD — общая сторона треугольников AMD 
и AKD.

Следовательно, треугольники AMD и AKD равны по двум 
сторонам и углу между ними, то есть по первому признаку 
равенства треугольников. ф

76 § 2. Треугольники  ^
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1. Какие сущ ествуют виды  тр еугол ьников  в зависим ости  
от количества равных сторон?

2. Какой треугольник называют равнобедренны м ? равно ­
сторонним? разносторонним?

3. Какие стороны равнобедренного треугольника называют 
боковыми?

4. Какую сторону равнобедренного треугольника называют 
основанием?

5. С ф орм улируйте свойство углов равнобедренного  тр е ­
угольника.

6. Сф ормулируйте свойство биссектрисы равнобедренного 
треугольника, проведенной к основанию.

7. Каким свойством обладают углы треугольника, лежащ ие 
против его равных сторон?

8 . С ф орм улируйте свойство  углов равностороннего  тр е ­
угольника.

9. Каким  свойством  обладаю т биссектриса, высота и м е ­
д и ана  р а в н о сто р о н н е го  тр е у го л ь н и ка , п р о ве д е н н ы е  
из одной  вершины?

ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ Н Н Н

196.° Начертите:
1) разносторонний остроугольный треугольник;
2) равнобедренный прямоугольный треугольник;
3) равнобедренный тупоугольный треугольник.

197.° Начертите:
1) разносторонний прямоугольный треугольник;
2) разносторонний тупоугольный треугольник.

198. Начертите равнобедренный треугольник с боковой сто­
роной, равной 3 см, так, чтобы его угол при вершине 
был: 1) острым; 2) прямым; 3) тупым. В построенных 
треугольниках проведите высоты к боковым сторонам.
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Л/  УПРАЖНЕНИЯ

199.° 1) Найдите периметр равнобедренного треугольника,

2) Периметр равнобедренного треугольника равен 39 см, 
а основание — 15 см. Найдите боковые стороны 
треугольника.

200.° Периметр равнобедренного треугольника равен 28 см, 
а боковая сторона — 10 см. Найдите основание тре­
угольника.

201.° Найдите стороны равнобедренного треугольника, пери­
метр которого равен 32 см, а основание на 5 см больше 
боковой стороны.

202.° Найдите стороны равнобедренного треугольника, пери­
метр которого равен 54 см, а основание в 4 раза меньше 
боковой стороны.

203.° В равнобедренном треугольнике ABC сторона АС — 
основание, /В С А  = 40°, ZABC = 100°, B D — медиана. 
Найдите углы треугольника ABD.

204.° На рисунке 157 АВ = ВС, BD — медиана треугольни­
ка ABC, ZABD = 53°. Найдите углы ABC и ADE.

205.° На рисунке 158 М К = КЕ, ОЕ = 6 см, / М К Е  = 48°, 
ZPOE = 90°. Найдите сторону М Е  и угол МКО.

206.° На рисунке 159 АВ = ВС, Z l = 140°. Найдите угол 2.
207.° Угол, вертикальный углу при вершине равнобедренного 

треугольника, равен 68°. Найдите угол между боковой 
стороной треугольника и медианой, проведенной к осно­
ванию.

основание которого равно 13 см, а боковая сторона — 
8 см.

R К

Рис. 157 Рис. 158 Рис. 159
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А
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Е
А

Рис. 160 Рис. 161

208.° Угол, смежный с углом при вершине равнобедренного тре­
угольника, равен 76°. Найдите угол между боковой сто­
роной треугольника и высотой, опущенной на основание.

209.° На рисунке 160 АВ = ВС, БС = ВЕ. Докажите, что 
Z А = / Е .

210.° Прямая пересекает стороны угла А в точках В и С так, 
что АВ = АС (рис. 161). Докажите, что /1 = /2.

211.° На рисунке 162 АО = СО, / АОВ = /С О В . Докажите, что 
треугольник АВС равнобедренный.

212.° Треугольник АВС — равнобедренный с основанием АС, 
ЯО — его биссектриса, ИМ  — биссектриса треугольни­
ка Б1)С. Найдите угол АОМ.

213.° Один ученик утверждает, что некоторый треугольник 
равнобедренный, а другой ученик — что этот треуголь­
ник равносторонний.
1) Могут ли оба ученика быть правыми?
2) В каком случае прав только один ученик и какой 

именно?
214.° Используя признаки равенства треугольников, докажи­

те признак равенства равнобедренных треугольников 
по боковой стороне и углу при вершине.

215.° Используя признаки равенства тре­
угольников, докажите признак равен- ^ 
ства равнобедренных треугольников по
основанию и прилежащему к нему углу. .— /

216/ На основании АС равнобедренного тре- В -----\ {р
угольника АВС отмечены точки М и К  
так, что точка М  лежит между точками 
А я К , причем АМ = СК. Докажите, что С
треугольник М В К  равнобедренный. Рис. 162
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217/ В треугольнике М КЕ  известно, что М К  = МЕ. На сто­
роне К Е  отмечены точки ^ и N  так, что точка N лежит 
между точками ^ и Е, причем = АЕМЫ. Дока­
жите, что АМРN =

218/ На боковых сторонах СА и СВ равнобедренного тре­
угольника АВС отложены соответственно равные отрез­
ки СК  и СМ. Докажите, что: 1) ААМС = АВКС;
2) ЛАМ В = АВКА.

219/ В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС 
на медиане ВО отметили произвольную точку М. До­
кажите, что: 1) ААМВ = ЛСМВ; 2) ААМБ = АСМО.

О-тг 220/ Докажите, что биссектрисы равнобедренного тре­
угольника, проведенные из вершин углов при основа­
нии, равны.

Отт 221/ Докажите, что медианы равнобедренного тре­
угольника, проведенные к боковым сторонам, равны.

222/ Докажите, что середины сторон равнобедренного тре­
угольника являются вершинами равнобедренного тре­
угольника.

223/ Найдите третью сторону равнобедренного треугольника, 
если две другие его стороны равны 7 см и 4 см. Сколько 
решений имеет задача?

224/ Одна из сторон равнобедренного треугольника равна 
4 см. Найдите две другие стороны, если периметр тре­
угольника равен 14 см.

225/ Верно ли утверждение:
1) биссектриса равнобедренного треугольника является 

его высотой и медианой;
2) биссектриса равностороннего треугольника является 

его высотой и медианой;
3) если периметр треугольника в 3 раза 

больше одной из его сторон, то этот 
треугольник равносторонний?

226/ На сторонах равностороннего тре­
угольника АВС (рис. 163) отметили 
точки М, К  и й  так, что АО = ВМ  = СК.
Докажите, что треугольник МКО  рав­
носторонний.
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227.” На продолжениях сторон АВ, ВС, АС равностороннего 
треугольника АВС (рис. 164) за точки А, В и С соот­
ветственно отложили равные отрезки АО, В К  и СЕ. 
Докажите, что треугольник Б Е К  равносторонний.

228." Основание равнобедренного треугольника равно 20 см, 
а его медиана делит данный треугольник на два тре­
угольника так, что периметр одного из них на 6 см 
меньше периметра другого. Найдите боковую сторону 
данного треугольника. Сколько решений имеет задача?

229. На рисунке 165 a l b ,  Z l  = 35°. Найдите углы 2, 3, 4.
230. Точки С и О разделили отрезок АВ, длина которого 

равна а,  на три отрезка АС, СО и ОБ так, что АС = 2СО, 
СО = 2О.В. Найдите расстояние между: 1) точкой А и се­
рединой отрезка СО; 2) серединами отрезков АС и ОБ.

К,

D

Рис. 164 Рис. 165

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

231. Нарисуйте шестиугольник, который можно одним раз­
резом разделить на два треугольника.
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В предыдущем пункте мы рассмотрели свойства равнобед­
ренного треугольника. А как среди треугольников «распозна­
вать» равнобедренные? На этот вопрос дают ответ следующие 
теоремы-признаки.

Т еор ем а 10.1. Если м едиана т реугольника являет ся  
его высот ой, то этот т реугольник равнобедренны й.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Рассмотрим треугольник АВС, 
в котором отрезок ВМ  — медиана и высота. Надо доказать, 
что АВ = ВС (рис. 166).

Из условия теоремы следует, что прямая ВМ  — середин­
ный перпендикуляр отрезка АС.

Тогда по свойству серединного перпендикуляра АВ = ВС. А
Т еор ем а 10.2. Если биссект риса т реугольника я вл я ­

ет ся его высот ой, то этот т реугольник равнобедренны й.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Рассмотрим треугольник АВС, 

в котором отрезок ВЬ  — биссектриса и высота. Надо доказать, 
что АВ = ВС (рис. 167).

В треугольниках АВЬ и СВЬ сторона ВЬ  — общая, /А В Ь  = 
= АСВЬ (так как по условию ВЬ — биссектриса угла АВС), 
ААЬВ = АСЬВ = 90° (так как по условию отрезок ВЬ  — высота). 
Следовательно, треугольники АВЬ и СВЬ равны по второму 
признаку равенства треугольников. Тогда стороны АВ и ВС 
равны как соответственные стороны равных треугольников. ▲

Т еор ем а 10.3. Если в т реугольнике два  угла равны , 
то этот т реугольник равнобедренны й.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® Рассмотрим треугольник АВС, 
в котором А А - АС. Надо доказать, что АВ -  ВС.

В  В
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А А

а В

м '  С

Рис. 168 Рис. 169 Рис. 170

Проведем серединный перпендикуляр а стороны АС. До­
кажем, что прямая а проходит через вершину В.

Предположим, что это не так. Тогда прямая а  пересекает 
во внутренней точке или сторону AB (рис. 168), или сторо­
ну ВС (рис. 169).

Рассмотрим первый из этих случаев. Пусть К  — точка пе­
ресечения прямой а  со стороной AB. Тогда по свойству сере­
динного перпендикуляра (теорема 8.2) AK --СК. Следователь­
но, треугольник АКС равнобедренный, а значит, Z А = ZACK. 
Но по условию ZA = ZACB. Тогда имеем: ZACB = ZACK, что 
противоречит основному свойству величины угла (п. 3).

Аналогично получаем противоречие и для второго случая 
(рис. 169).

Следовательно, наше предположение неверно. Пря­
мая а  проходит через точку В  (рис. 170). Тогда по свойству 
серединного перпендикуляра ВА = ВС. А

Из этой теоремы следует, что:
1) в т реугольнике против равны х углов леж ат  равны е  

ст ороны ;
2) если в т реугольнике все углы равн ы , то этот т ре­

угольник равност оронний.

Т еор ем а 10.4. Если м едиана т реугольника являет ся  
его биссект рисой, то этот т реугольник равнобедренны й.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором отрезок ВМ  — медиана и биссектриса. Надо до­
казать. что AB = ВС.
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D

Рис. 171

На луче ВМ  отложим отрезок MD, 
равный отрезку ВМ  (рис. 171).

В треугольниках AMD и СМ В  имеем: 
AM = MC (так как по условию ВМ  — ме­
диана), BM  = MD по построению; углы 
AMD и СМВ равны как вертикальные. 
Следовательно, треугольники AMD и СМВ 
равны по первому признаку равенства 
треугольников. Тогда стороны AD и ВС, 
углы ADM и СВМ  равны как соответствен­
ные элементы равных треугольников.

Поскольку BD — биссектриса угла ABC, 
то ZABM  = /С В М . Поскольку /С В М  = 

= /A D M , то имеем: /А В М  = /ADM . Тогда по признаку 
равнобедренного треугольника (теорема 10.3) получаем, что 
треугольник DAB равнобедренный, откуда AD = AB. И уже 
доказано, что AD = BC. Следовательно, АВ = ВС. А

З ад ач а . В треугольнике ABC проведена биссектриса ВМ  
(рис. 172), /В А К  = 70°, ZAKC = 110°. Докажите, что ВМ  ±АК.

Р е ш е н и е .  Поскольку углы ВКА  
и АКС смежные, то /В К А  = 180° -  /А К С.
Тогда ZÄKA = 180°-110° = 70°.

Следовательно, в треугольнике AJBK 
получаем, что /В А К  = /В К А  = 70°. По­
этому треугольник А ВК  равнобедренный 
с основанием АК, и его биссектриса ВО 
(О — точка пересечения АК  и ВМ) явля­
ется также высотой, то есть ВМ  1 А К . •  Рис. 172

1. Сформулируйте признаки равнобедренного треугольника.
2. Какова связь между равными углами и равными сторо­

нами треугольника?
3. Что можно сказать о треугольнике, если все его углы 

равны?
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УПРАЖНЕНИЯ

232.° В треугольнике АВС медиана В К  перпендикулярна 
стороне АС. Найдите угол АВС, если ААВК = 25°.

233.° Серединный перпендикуляр стороны АС треугольни­
ка АВС проходит через вершину В. Найдите угол С, 
если ZA = 17°.

234.° В треугольнике АВС известно, что ZACB = 90°, / А = 
= ZB = 45°, СК  — высота. Найдите сторону АВ, если 
СК = 7 см.

235.° На рисунке 173 ААМК  = ZACB,
АК  = М К. Докажите, что треуголь­
ник АВС равнобедренный.

236.° Прямая, перпендикулярная биссек­
трисе угла А, пересекает его сторо­
ны в точках В  и С. Докажите, что 
треугольник АВС равнобедренный. Рис. 173

237.° Биссектрисы АМ  и СК углов при основании АС равно­
бедренного треугольника АВС пересекаются в точке О. 
Докажите, что треугольник АОС равнобедренный.

238.° В треугольнике АВС биссектриса В К  является его 
высотой. Найдите периметр треугольника АВС, если 
периметр треугольника А ВК  равен 16 см и В К  = 5 см.

239.* Верно ли утверждение:
1) если медиана и высота треугольника, проведенные из 

одной вершины, не совпадают, то этот треугольник 
не является равнобедренным;

2) если биссектриса треугольника делит противолежа­
щую сторону пополам, то этот треугольник равно­
бедренный?

240.* Медианы АЕ и С^, проведенные к боковым сторонам ВС 
и АВ равнобедренного треугольника АВС, пересекаются 
в точке М. Докажите, что треугольник АМС равнобед­
ренный.
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241.* Точки М  и К  принадлежат соответственно боковым 
сторонам АВ и ВС равнобедренного треугольника ABC, 
АМ  = СК. Отрезки АК  и СМ пересекаются в точке О. 
Докажите, что треугольник АОС равнобедренный.

242.** На сторонах АВ и ВС треугольника ABC отметили со­
ответственно точки D и Е  так, что ZEAC = ZDCA. 
Отрезки АЕ и CD пересекаются в точке F, DF = EF. 
Докажите, что треугольник ABC равнобедренный.
Через середину D стороны АВ треугольника ABC проведе­
ны прямые, перпендикулярные биссектрисам углов ABC 
и ВАС. Эти прямые пересекают стороны АС и ВС в точ­
ках М  и К  соответственно. Докажите, что АМ = ВК.

244.“ Медиана АМ  треугольника ABC перпендикулярна его 
биссектрисе ВК . Найдите сторону АВ, если ВС = 16 см.

245.“ Прямая, проходящая через вершину А треугольни­
ка ABC перпендикулярно его медиане BD, делит эту 
медиану пополам. Найдите отношение длин сторон АВ 
и АС треугольника ABC.

246.** В треугольнике ABC известно, что ZC = 90°, ZA = 67,5°, 
ZB  = 22,5°, СК — биссектриса треугольника ABC, СМ — 
биссектриса треугольника ВСК  (рис. 174). Докажите, 
что точка М  — середина отрезка АВ.

247.* Длины сторон треугольника, выражен­
ные в сантиметрах, равны трем по­
следовательным натуральным числам. 
Найдите стороны этого треугольника, 
если одна из его медиан перпендику­
лярна одной из его биссектрис.

248.'* В треугольнике ABC известно, что АВ = 
= 3 см, АС = 6 см. На стороне ВС от­
метили точку М  такую, что СМ = 1 см. 
Прямая, проходящая через точку М  
перпендикулярно биссектрисе угла АСВ,

Рис. 174 пересекает отрезок АС в точке К,

В
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а прямая, проходящая через точку К  перпендикулярно 
биссектрисе угла ВАС, пересекает прямую АВ в точке D. 
Найдите отрезок BD.

упражнения для повторения яшшшшшт№

249. На прямой последовательно отметили точки А, В, С, 
D, Е  и F  так, что АВ = ВС = CD = DE = EF . Найдите 
отношения АВ : CF, АВ : BF, BD  : АЕ.

250. Найдите углы, образованные при пересечении двух 
прямых, если один из них на 42° больше половины 
другого угла.

#
 НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,

КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

251. Разрежьте прямоугольник размером 4 х 9 на две равные 
части, из которых можно сложить квадрат.

11. Третий признак равенства треугольников

Т ео р ем а 11.1 (третий п р и зн ак  р а в е н с т в а  тр е­
угольн и ков: по трем сторонам ). Если три ст ороны  
одного т реугольника р авн ы  соот вет ст венно т рем ст оро­
нам другого т реугольника, то такие т реугольники равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Рассмотрим 
треугольники ABC и АгВ1С1 (рис. 175), 
у которых АВ = АХВХ, ВС = В1Сг, СА = СХАХ 
(эти равенства указывают, какие сторо­
ны треугольников соответствуют друг 
другу). Докажем, что ААВС = АА1В1С1.

Расположим треугольники ABC 
и А1В 1С1 так, чтобы вершина А совмести­
лась с вершиной Ау, вершина В  — с вер­
шиной Вг, а вершины С и Cj лежали Рис. 175
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в разных полуплоскостях относительно прямой АВ (рис. 176). 
Проведем отрезок CCj. Поскольку АС = А1С1, то треуголь­
ник CjAjC равнобедренный, а значит, Z1 = Z2. Аналогич­
но можно доказать, что Z3 = Z4. Следовательно, Z A jC ^  = 
= / А 1СВ1. Тогда треугольники А̂ С̂ В̂  и А1СВ1 равны по двум 
сторонам и углу между ними, то есть по первому призна­
ку равенства треугольников.

Казалось бы, доказательство за­
вершено. Однако мы рассмотрели 
лишь случай, когда отрезок ССХ пе­
ресекает отрезок AiB1 во внутренней 
точке. На самом деле отрезок ССХ 
может проходить через один из кон­
цов отрезка А1В1, например через 
точку А1 (рис. 177), или не иметь 

общих точек с отрезком А1В1 (рис. 178). В каждом из этих 
случаев доказательства будут аналогичны приведенному. 
Проведите их самостоятельно. А

ВЛВ)

Рис. 179
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Опоры линий электропередачи Телевизионная башня (г. Киев) 

Рис. 180. Жесткие конструкции

Из третьего признака равенства треугольников следует, 
что треугольник — ж ест кая фигура. Действительно, если 
четыре рейки скрепить так, как показано на рисунке 179, а, 
то такая конструкция не будет жесткой (рис. 179, б, в). Если 
же добавить еще одну рейку, то получим два треугольника 
(рис. 179, г), и тогда конструкция станет жесткой. Этот факт 
широко используют на практике (рис. 180).

Теорема 11.2 Если точка равноудалена от концов от­
резка, то она принадлежит серединному перпендикуляру  
этого отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0  Пусть точка X  равноудалена от 
концов отрезка АВ, то есть ХА = Х В  (рис. 181). Рассмотрим 
треугольники АХМ  и ВХМ , где точка М  — 
середина отрезка АВ. Тогда ЛАХМ = ЛВХМ 
по трем сторонам, то есть по третьему при­
знаку равенства треугольников. Отсюда 
ААМХ = АВМХ. Сумма этих углов рав­
на 180°, следовательно, каждый из них ра­
вен 90°. Значит, прямая ХМ  — серединный 
перпендикуляр отрезка АВ. Рис. 181
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Заметим, что мы рассмотрели случай, когда точка X  не 
принадлежит прямой АВ. Если точка X  принадлежит пря­
мой АВ, то она совпадает с серединой отрезка АВ, а значит, 
принадлежит его серединному перпендикуляру. ▲

1. Сформулируйте третий признак равенства треугольников.
2. Где находятся точки, равноудаленные от концов отрезка?

УПРАЖНЕНИЯ

252/ На рисунке 182 АВ = СБ, В С -А Б .  Докажите, что 
ZБ -  /И .

253. На рисунке 183 АС = АБ, ВС = ВБ. Найдите угол ВАС, 
если А В А Б -  25°.

254, Докажите, что два равнобедренных треугольника равны, 
если боковая сторона и основание одного треугольника 
соответственно равны боковой стороне и основанию 
другого треугольника.

Б

Рис. 183

Докажите, что два равносторонних треугольника равны, 
если сторона одного треугольника равна стороне другого 
треугольника.

256 На рисунке 184 ААВС = АБСВ, причем ЛВ -  СБ. До­
кажите, что ААВБ = АБСА.
На рисунке 184 А В -С Б , АС = ВБ. Докажите, что 
треугольник ВОС равнобедренный.
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В С В к

о м с Е
А

Рис. 184 Рис. 185

258.° Каждая из точек М  и N  равноудалена от концов от­
резка АВ. Докажите, что прямая МЫ — серединный 
перпендикуляр отрезка АВ.

259.’ На рисунке 185 АВ = КЕ, ВС = КМ , АМ = ЕС. Докажи­
те, что ZАМ К = /.ВСЕ.

260/ На рисунке 186 АВ = СВ, ВС = АВ, ВМ  — биссектриса 
угла АВС, В  К  — биссектриса угла АВС. Докажите, что 
ЛАВМ = АСВК.

261/ Равные отрезки АВ и СВ пересекаются в точке О так, 
что О А = ОВ. Докажите, что ААВС = АВСВ.

262/ Отрезки В В  и ВгВ г — биссектрисы треугольников АВС 
и А̂ В̂ Су соответственно, АВ = А1В1, ВВ^ВуВу, АВ = 
= АуВу. Докажите, что ААВС = ААуВуСу.

263." Коля утверждает, что ему удалось сделать рисунок, на 
котором АВ = АС и АМ = АИ (рис. 187). Прав ли Коля?

264." Можно ли утверждать, что два треугольника равны, 
если каждой стороне одного треугольника равна не­
которая сторона другого треугольника?

265/ Докажите равенство двух треугольников по двум сто­
ронам и медиане, проведенной к третьей стороне.

А

В М С N

Рис. 186 Рис. 187



92 § 2. Треугольники

Лр УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

266. На отрезке АВ отметили точки С и !)  так, что А С : ВС = 
= 7 :8 , АО : ЯО = 13:17. Найдите длину отрезка АВ, если 
расстояние между точками С и И  равно 2 см.

267. Прямые АВ и СХ) пересекаются в точке О, лучи ОМ 
и ОК — биссектрисы соответственно углов АОС и ВОС, 
образовавшихся при этом. Будет ли угол МОК прямым?

12. Теоремы

Вы видите, что в учебнике появляется все больше и боль­
ше теорем. И это не удивительно: ведь геометрия в основном 
состоит из теорем и их доказательств.

Формулировки всех теорем, которые мы доказали, со­
стоят из двух частей. Первую часть теоремы (то, что дано) 
называют условием теоремы, вторую часть теоремы (то, что 
требуется доказать) — заключением теоремы.

Например, в теореме 8.1 (первый признак равенства тре­
угольников) условием является то, что две ст ороны и угол  
м еж ду ними одного т реугольника равн ы  двум  ст оронам  
и углу м еж ду ними другого т реугольни ка, а заключе­
нием — равенст во т реугольников.

Все известные вам теоремы можно условно разделить 
на теоремы-свойства и теоремы-признаки. Например, тео­
рема 1.1 устанавливает свойство пересекающихся прямых, 
теорема 9.1 — свойство равнобедренного треугольника.

И268. Квадрат разрезали по диагоналям на че­
тыре треугольника (рис. 188). Сложите 
из этих треугольников два квадрата.

Рис. 188
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Теоремы-признаки перечисляют свойства, по которым 
можно распознать фигуру, то есть отнести ее к тому или 
иному виду (классу).

Так, теоремы-признаки равенства треугольников указы­
вают требования, по которым два треугольника можно при­
числить к классу равных. Например, в теоремах 10.1-10.4  
сформулированы свойства, по которым распознают равно­
бедренный треугольник.

Теоремы, которые следуют непосредственно из аксиом 
или теорем, называют теоремами-следствиями, или просто 
следствиями.

Например, свойство углов, противолежащих равным сто­
ронам треугольника, является следствием из теоремы 9.1.

Если в теореме 8.2 о свойстве серединного перпендикуляра 
поменять местами условие и заключение, то получим теоре­
му 11.2. Две теоремы, каждую из которых можно получить 
из другой, поменяв местами условие и заключение, называют 
взаимно обратными. Если какую-то из этих теорем назвать 
прямой, то вторую теорему будем называть обратной.

Меняя местами условие и заключение теоремы, надо быть 
очень внимательными: не всегда можно получить истинное 
утверждение. Например, утверждение, обратное теореме 4.1 
о сумме смежных углов, неверно. Действительно, если сумма 
каких-то двух углов равна 180°, то совершенно не обязатель­
но, чтобы эти углы были смежными.

Вы знаете, что справедливость теоремы устанавливают 
путем логических рассуждений, то есть доказательства.

Первая теорема этого учебника была доказана методом 
от противного. Название этого метода фактически отражает 
его суть. Мы предположили, что заключение теоремы 1.1 
неверно. На основании этого предположения с помощью ло­
гических рассуждений мы получили факт, который противо­
речил основному свойству прямой.

Методом от противного также были доказаны и другие 
теоремы, например теоремы 5.1, 10.3.

Очень важно, чтобы доказательство теоремы было пол­
ным, то есть были рассмотрены все возможные случаи.
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Так, полное доказательство теоремы 11.1 (третий признак 
равенства треугольников) потребовало рассмотрения трех 
возможных случаев.

Умение видеть все тонкости и нюансы доказательства — 
важнейшее качество, формирующее математическую куль­
туру. Если бы, например, при доказательстве теоремы 8.2 
о свойстве серединного перпендикуляра отрезка мы не рас­
смотрели отдельно случай, когда точка X  является серединой 
отрезка АВ, то для этого случая обращение к треугольни­
кам АХМ  и ВХМ  было бы невозможным.

При доказательстве теоремы 10.4 (признак равнобедрен­
ного треугольника) мы использовали прием дополнительного 
построения: рисунок дополнили элементами, о которых не 
шла речь в условии теоремы. Этот метод является ключом 
к решению многих задач и доказательству ряда теорем. 
Поэтому очень важно научиться видеть «выгодное» дополни­
тельное построение — то, которое поможет получить нужный 
результат.

А как приобрести такое «геометрическое зрение»? Вопрос 
непростой, и на него сложно ответить конкретными рекомен­
дациями. Но все же мы советуем, во-первых, не быть равно­
душными к геометрии, а полюбить этот красивый предмет; 
во-вторых, решать больше задач, чтобы развить интуицию 
и приобрести нужный опыт. Дерзайте!

1. Из каких двух частей состоит формулировка теоремы?
2. Как называют теорему, в которой перечислены свойства, 

позволяющие отнести фигуру к какому-то виду (классу)?
3. Как называют теорему, непосредственно следующую 

из аксиомы или другой теоремы?
4. Как называют пару теорем, в которых условие и заклю­

чение поменяли местами?
5. В чем состоит метод доказательства от противного?
6. Какие из теорем 1.1, 4.2, 5.1, 8.3 доказаны методом 

от противного?
7. В чем состоит прием дополнительного построения?
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269.° В теоремах 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 укажите условие 
и заключение теоремы.

270. Из теорем 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 выберите: 1) теоремы- 
свойства; 2) теоремы-признаки.

271.° Сформулируйте утверждение, обратное данному:
1) если треугольник равносторонний, то его углы равны;
2) если два угла вертикальные, то их биссектрисы яв­

ляются дополнительными лучами;
3) если угол между биссектрисами двух углов прямой, 

то эти углы смежные;
4) если сторона и противолежащий ей угол одного тре­

угольника равны соответственно стороне и противо­
лежащему ей углу другого треугольника, то эти 
треугольники равны.

Для каких из данных утверждений:
1) прямое и обратное утверждения истинны;
2) прямое утверждение истинно, а обратное — ложно;
3) прямое утверждение ложно, а обратное — истинно?

272.° Сформулируйте утверждение, обратное данному:
1) если точка В  лежит между точками А и С, то АВ + 

+ ВС = АС;
2) если два треугольника не равны, то их периметры 

также не равны;
3) если градусная мера угла больше 90°, то он тупой. 
Для каких из данных утверждений:
1) прямое и обратное утверждения истинны;
2) прямое утверждение истинно, а обратное — ложно;
3) прямое утверждение ложно, а обратное — истинно?

273.° Сформулируйте утверждение, отрицающее данное:
1) отрезок АВ пересекает прямую т;
2) градусная мера угла АВС больше 40°;
3) из двух смежных углов хотя бы один не больше 90°;
4) лучи ОА и ОВ не являются дополнительными;
5) отрезок имеет только одну середину.
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274.° Сформулируйте утверждение, отрицающее данное:
1) угол АВС не является прямым;
2) треугольник М КЕ  равнобедренный;
3) через точку на прямой можно провести только одну 

прямую, перпендикулярную данной;
4) луч АС делит угол ВАК  пополам.

275.* Докажите, используя метод от противного, что если ни 
одна из высот треугольника не совпадает с биссектри­
сой, проведенной из этой же вершины, то треугольник 
не является равнобедренным.

276. Докажите, используя метод от противного, что если 
стороны АВ и ВС треугольника АВС не равны, то его 
медиана В Б  не является его высотой.

277. Докажите методом от противного, что если разность 
двух углов равна 1°, то они не могут быть вертикаль­
ными.

278. Докажите методом от противного, что из двух смежных 
углов хотя бы один не меньше 90°.

279.* Сформулируйте и докажите признак равенства равнобед­
ренных треугольников по боковой стороне и медиане, 
проведенной к боковой стороне.

280/ Сформулируйте и докажите признак равенства тре­
угольников по стороне, медиане, проведенной к этой 
стороне, и углу между медианой и этой стороной. 

281/* Докажите признак равенства треугольников по медиане 
и углам, на которые она разбивает угол треугольника.

282. Отметьте на прямой точки А, Б и С. Поставьте вместо 
многоточия один из знаков «<», «>» или «=» так, чтобы 
образовалась правильная запись:

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1 )А В  + ВС ... АС;
2) АВ + АС ... ВС;

3) АС + ВС ... АВ.
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283. Угол между биссектрисой одного из смежных углов

и их общей стороной составляет -  другого из смежных
3

углов. Найдите градусные меры этих смежных углов.

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

284. Стороны прямоугольника АВСБ  равны 4 см и 3 см. 
Найдите сумму длин всех отрезков, расположенных 
внутри прямоугольника (рис. 189).

Рис. 189

ЗАДАНИЕ № 2 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ

1. Треугольник является остроугольным, если:
A) среди его углов нет тупого;
Б) каждый его угол меньше прямого;
B) среди его углов нет прямого;
Г) каждый его угол меньше тупого.

2. Если высота треугольника ему не принадлежит, то этот 
треугольник является:
A) прямоугольным;
Б) тупоугольным;
B) равносторонним;
Г) остроугольным.
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3. Два треугольника равны, если:
A) две стороны одного треугольника равны двум сторонам 

другого треугольника;
Б) сторона и два угла одного треугольника равны стороне 

и двум углам другого треугольника;
B) две стороны и угол одного треугольника равны двум 

сторонам и углу другого треугольника;
Г) две стороны и угол между ними одного треугольника 

равны двум сторонам и углу между ними другого тре­
угольника.

4. Сколько пар равных треугольников изо­
бражено на рисунке?
А) 1; В) 3;
Б) 2; Г) 4.

5. Известно, что точка М  — середина стороны АС тре­
угольника АВС. На луче ВМ  вне треугольника отложи­
ли отрезок М Е, равный отрезку ВМ . Найдите ЕС, если 
АВ = 4,2 см.
А) 2,1 см; В) 4,8 см;
Б) 4,2 см; Г) 8,4 см.

6. Какое из следующих утверждений истинно?
A) Равнобедренный треугольник — частный случай раз­

ностороннего треугольника;
Б) равносторонний треугольник — частный случай раз­

ностороннего треугольника;
B) равносторонний треугольник — частный случай равно­

бедренного треугольника;
Г) равнобедренный треугольник — частный случай равно­

стороннего треугольника.
7. Какое из следующих утверждений ложно?

А) Если высота треугольника делит сторону, к которой 
она проведена, на равные отрезки, то этот треугольник 
равнобедренный;

Б) если медиана и биссектриса треугольника, проведен­
ные из одной вершины, не совпадают, то этот тре­
угольник не является равнобедренным;
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В) если треугольник равносторонний, то длина любой его 
высоты равна длине любой его биссектрисы;

Г) если два угла треугольника равны, то биссектриса 
третьего угла делит противолежащую сторону тре­
угольника на равные отрезки.

8. Треугольник является равносторонним, если:
A) его сторона в три раза меньше его периметра;
Б) каждая его сторона в три раза меньше его периметра;
B) две его высоты равны;
Г) две его биссектрисы равны.

9. Периметр равнобедренного треугольника ABC (АВ = ВС) 
равен 16 см. Периметр треугольника АВМ, где точка М  — 
середина отрезка АС, равен 12 см. Найдите медиану ВМ. 
А) 4 см; В) 2 см;
Б) 6 см; Г) 5 см.

10. Каждая из точек X  и Y равноудалена от концов отрез­
ка АВ. Какое из следующих утверждений может быть 
ложным?
A) Прямые XY  и АВ перпендикулярны;
Б) ZXAY = ZXBY;
B) ZAXB = ZAYB;
Г) ZAXY = ZBXY.

11. Точка М  — середина отрезка АВ. Точка X  не принадлежит 
серединному перпендикуляру отрезка АВ, если:
A) ХА = ХВ;
Б) ХМ  = Х В;
B) ХМ  1  АВ;
Г) ZХАМ = ZXBM.
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ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 2

Равные фигуры
Две фигуры называют равными, если их можно совме­
стить наложением.

Основное свойство равенства треугольников
Для данного треугольника АВС и данного луча А^М су­
ществует треугольник АуВ^Су, равный треугольнику АВС, 
такой, что АВ =А1В 1, ВС = В ХСХ, АС = А1С1 и сторона А1В 1 
принадлежит лучу А^М, а вершина Сх лежит в заданной 
полуплоскости относительно прямой АХМ.

Теорема о прямой, перпендикулярной данной
Через точку, не принадлежащую данной прямой, про­
ходит только одна прямая, перпендикулярная данной.

Высота треугольника
Перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника 
на прямую, содержащую противолежащую сторону, на­
зывают высотой треугольника.

Медиана треугольника
Отрезок, соединяющий вершину треугольника с сере­
диной противолежащей стороны, называют медианой 
треугольника.

Биссектриса треугольника
Отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий 
вершину треугольника с точкой противолежащей сторо­
ны, называют биссектрисой треугольника.

Первый признак равенства треугольников: 
по двум сторонам и углу между ними

Если две стороны и угол между ними одного треугольника 
равны соответственно двум сторонам и углу между ними 
другого треугольника, то такие треугольники равны.
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Второй признак равенства треугольников: 
по стороне и двум прилежащим к ней углам

Если сторона и два прилежащих к ней угла одного 
треугольника равны соответственно стороне и двум при­
лежащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Третий признак равенства треугольников: по трем сторонам
Если три стороны одного треугольника равны соответ­
ственно трем сторонам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Серединный перпендикуляр отрезка
Прямую, перпендикулярную отрезку и проходящую через 
его середину, называют серединным перпендикуляром 
отрезка.

Равнобедренный треугольник
Треугольник, у которого две стороны равны, называют 
равнобедренным.

Равносторонний треугольник
Треугольник, у которого все стороны равны, называют 
равносторонним.

Свойства равнобедренного треугольника
В равнобедренном треугольнике: 1) углы при основании 
равны; 2) биссектриса треугольника, проведенная к его 
основанию, является медианой и высотой треугольника.

Признаки равнобедренного треугольника
• Если медиана треугольника является его высотой, то этот 

треугольник равнобедренный.
• Если биссектриса треугольника является его высотой, то 

этот треугольник равнобедренный.
• Если в треугольнике два угла равны, то этот треугольник 

равнобедренный.
• Если медиана треугольника является его биссектрисой, 

то этот треугольник равнобедренный.
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Свойства треугольников, следующие из свойств и призна­
ков равнобедренного треугольника
• В треугольнике против равных сторон лежат равные 

углы.
• В треугольнике против равных углов лежат равные сто­

роны.
• В равнобедренном треугольнике биссектриса, высота 

и медиана, проведенные к его основанию, совпадают.
• В равностороннем треугольнике все углы равны.
• В равностороннем треугольнике биссектриса, высота 

и медиана, проведенные из одной вершины, совпадают.
• Если в треугольнике все углы равны, то этот треугольник 

равносторонний.
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13. Параллельные прямые

О пределение. Две прямые называют п ар ал л ел ьн ы ­
ми, если они не пересекаются.

На рисунке 190 изображены параллельные прямые а  и Ъ. 
Пишут: а || Ъ (читают: «прямые а и Ъ параллельны» или «пря­
мая а  параллельна прямой 6»).

Если два отрезка лежат на параллельных прямых, то их 
называют параллельными. На рисунке 191 отрезки АВ и С.0 
параллельны. Пишут: АВ || СБ.
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Также можно говорить о параллельности двух лучей, луча 
и отрезка, прямой и луча, отрезка и прямой. Например, на 
рисунке 192 изображены параллельные лучи АВ и СБ.

Т еор ем а 13.1 (признак п ар ал лельн ости  прямых). 
Д ее прям ые, перпендикулярны е т рет ьей прямой, п арал­
лельны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® На рисунке 193 а  1  с и Ь 1  с. Надо 
доказать, что а  || Ъ.

Предположим, что прямые а  и Ъ пересекаются в некоторой 
точке М  (рис. 194). Тогда через точку М, не принадлежащую 
прямой с, проходят две прямые а  и Ъ, перпендикулярные 
прямой с. Это противоречит тому, что через точку можно 
провести только одну прямую, перпендикулярную данной 

а £ (теорема 7.1). Значит, наше предположение 
неверно; следовательно, а  || Ь. А

Доказанная теорема разъясняет, почему
 ------1— -  с помощью линейки и угольника можно

строить параллельные прямые так, как по- 
Рис. 193 казано на рисунке 195.
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Рис. 194 Рис. 195

с

м ъ
J

а

С ледстви е. Через данную  точку М, не п ри надлеж а­
щую прямой а, мож но провест и прямую Ъ, параллельную  
прямой а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Пусть точка М  не принадлежит 
прямой а  (рис. 196).

Проведем (например, с помощью уголь­
ника) через точку М  прямую с, перпен­
дикулярную прямой а. Теперь через точ­
ку М  проведем прямую Ъ, перпендикуляр­
ную прямой с. По признаку параллельности 
прямых (теорема 13.1) получаем, что а  || Ь. А

Можно ли через точку М  (рис. 196) про­
вести еще одну прямую, параллельную пря­
мой а? Ответ на этот вопрос дает основное 
свойство параллельных прямых.

О сновное сво й ство  п а р а л л е л ь н ы х  п р ям ы х (ак­
сиом а п ар ал л ел ьн о сти  прям ы х). Через точку, не ле­
жащую на данной прямой, проходит только одна прямая, 
параллельная данной.

Т еор ем а 13.2 Если две прям ые п араллельны  третьей  
прямой, то они параллельны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Пусть Ъ || а и с || а. Докажем, что 
Ъ || с.

Предположим, что прямые & и с не параллельны, а пере­
секаются в некоторой точке М  (рис. 197). Получается, что 
через точку М  проходят две прямые, параллельные прямой а,

Рис. 196
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что противоречит аксиоме параллельности прямых. Значит, 
наше предположение неверно; следовательно, Ъ || с. А

Отт Задача. Докажите, что если прямая пересекает одну 
из двух параллельных прямых, то она пересекает и другую.

Р е ш е н и е .  Пусть прямые а и & параллельны, прямая с 
пересекает прямую Ъ в точке М  (рис. 198). Предположим, что 
прямая с не пересекает прямую а,  тогда с || а.  Но в этом слу­
чае через точку М  проходят две прямые & и с, параллельные 
прямой а, что противоречит аксиоме параллельности прямых. 
Значит, наше предположение неверно; следовательно, пря­
мая с пересекает прямую а. #

с

а а

Рис. 197 Рис. 198

1. Какие две прямые называют параллельными?

2. Каким символом обозначают параллельность прямых?

3. Как читают запись т  || п ?

4. Какие отрезки называют параллельными?

5 Каково взаимное расположение двух прямых, перпенди­
кулярных третьей прямой?

6. Сформулируйте аксиому параллельности прямых.

7. Каково взаимное расположение двух прямых, параллель­
ных третьей прямой?

8. Если прямая пересекает одну из двух параллельных пря­
мых, то как эта прямая расположена относительно второй 
из них?
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ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ Ш М НШ Ш ПШ »*•:

285.° Перерисуйте в тетрадь рисунок 199. Проведите через 
каждую из точек А и В  прямую, параллельную прямой т.

Рис. 199

286.° Начертите треугольник и проведите 
через каждую его вершину прямую, 
параллельную противолежащей сто­
роне.

287. Перерисуйте в тетрадь рисунок 200. 
Проведите через точку В  прямую т, 
параллельную прямой АС, а через 
точку Б  — прямую п, параллельную 
прямой АС. Каково взаимное рас­
положение прямых т и п ?

Рис. 200

288.° Можно ли провести прямую, которая была бы парал­
лельна каждой из пересекающихся прямых а  и Ы

289.° Прямая а параллельна стороне АВ треугольника АВС. 
Может ли прямая а  быть параллельной стороне АС? 
стороне ВС?

290.° Прямые а л Ь  пересекаются. Можно ли провести такую 
прямую с, которая была бы параллельна прямой а 
и пересекала прямую Ь?



291.° Можно ли утверждать, что два отрезка параллельны, 
если они не имеют общих точек?

292.° Можно ли утверждать, что существует только один 
луч, параллельный данной прямой, началом которого 
является данная точка?

298, Сколько можно провести отрезков, параллельных 
данной прямой, через точку, не принадлежащую этой 
прямой?

294,' Прямые а и & перпендикулярны прямой с, прямая <1 
пересекает прямую а. Пересекает ли прямая (I прямую &?

295.** Докажите, что если любая прямая, пересекающая пря­
мую а, пересекает и прямую Ъ, то прямые а и Ь парал­
лельны.
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296. На отрезке АВ отметили точки С и и  так, что АС = ВБ. 
Точка О — середина отрезка СБ. Найдите расстояние 
между точками С и Д  если АВ = 21 см, АО : ОБ = 7 :2 .

297. Точка В  принадлежит прямой АС, лучи В Б  и ВР  лежат 
в разных полуплоскостях относительно прямой АС, 
/А В Б  = 80°, Z АВР  = 150°, ВМ  — биссектриса угла БВР. 
Найдите угол МВС.

298. В треугольнике АВС медиана СМ равна половине сто­
роны АВ, ZA = 470, ZB = 430. Чему равен угол АСВ7

299. Катя и Женя подошли к квадратному пруду, в середи­
не которого находится квадратный остров (рис. 201). 
На берегу они нашли две доски, которые чуть-чуть ко­
роче ширины пролива между берегом пруда и островом. 
Как им попасть на остров, используя эти доски?

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ
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14. Признаки параллельности двух прямых

Если две прямые а и Ъ пересечь третьей прямой с, то об­
разуется восемь углов (рис.202). Прямую с называют секущей 
прямых а  и Ъ.

Углы 3 и 6, 4 и 5 называют односторонними.
Углы 3 и 5, 4 и 6 называют накрест лежащими.
Углы 6 и 2 , 5 и 1 , 3 и 7 , 4 и 8  называют соответственными.
Т еор ем а 14.1, Если накрест  леж ащ ие у глы , образую ­

щиеся при пересечении двух прям ых секущ ей, равн ы , то 
прям ые п араллельны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 203 прямая с являет­
ся секущей прямых а  и Ь, / 1  = / 2 .  Докажем, что а\Ъ.

Если / 1  = / 2  = 90° (рис. 204), то параллельность прямых а 
и Ь следует из признака параллельности прямых (теорема 13.1).

Рис. 202 Рис. 203 Рис. 204

Пусть теперь прямая с не перпендикулярна ни прямой а, 
ни прямой Ъ. Обозначим А ж  В  — точки пересечения прямой с 
с прямыми а и. Ь соответственно. Отметим точку М  — середину
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а

а

Ъ

Рис. 205 Рис. 206 Рис. 207

отрезка Aß (рис. 205). Через точку М  проведем перпендику­
ляр M E  к прямой а. Пусть прямая ME пересекает прямую b 
в точке F. Имеем: углы 1 и 2 равны по условию; углы 3 и 4 
равны как вертикальные. Следовательно, треугольники АМЕ 
и BM F  равны по стороне и двум прилежащим к ней углам, 
то есть по второму признаку равенства треугольников. Отсю­
да ZAEM = ZM FB = 90°. Мы показали, что прямые а я b 
перпендикулярны прямой EF; значит, они параллельны. А 

Т еор ем а 14.2 Если сум м а одност оронних углов, обра­
зую щ ихся при пересечении двух прям ы х секущ ей, р а в ­
на  180°, то прям ые параллельны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 206 прямая с являет­
ся секущей прямых а и b, Z1 + Z2 = 180°. Докажем, что а  || Ъ.

Углы 1 и 3 смежные, следовательно, Z l + Z3 = 180°. По­
скольку Z l + Z2 = 180°, то Z2 = Z3. А углы 2 и 3 накрест ле­
жащие, поэтому в силу теоремы 14.1 а  || Ь. А

Т еор ем а 14.3. Если соот вет ст венные углы,  образую ­
щиеся при пересечении двух прям ых секущ ей, равн ы , то 
прям ые п араллельны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 207 прямая с являет­
ся секущей прямых а  и b, Z1 = Z2. Докажем, что а || Ь.

Углы 1 и 3 равны как вертикальные. Поскольку Z1 = Z2 
и ZI = Z3, то Z2 = Z3. Но углы 2 и 3 накрест лежащие. 
Поэтому согласно признаку параллельности двух прямых 
(теорема 14.1) а  || Ь. А
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З а д а ч а .  На рисунке 208 АВ = СБ, /А В Б  = /С Б В . До­
кажите, что ВС || АВ.

Р еш ен и е .  Для треугольников АВБ  
и С БВ  имеем: АВ = СВ и /А В Б  =
= /С Б В  по условию, В Б  — общая сто­
рона. Значит, треугольники АВБ  и СБВ 
равны по двум сторонам и углу между 
ними, то есть по первому признаку 
равенства треугольников.

Тогда /В В А  = /.ВВС. Поскольку углы ВВА  и ВВС  — на­
крест лежащие при прямых ВС и АВ  и секущей В Б  и эти 
углы равны, то ВС || АВ. #

Рис. 208

З00.с

Какими должны быть накрест лежащие углы, образован­
ные при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?
Какими должны быть односторонние углы, образованные 
при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?
Какими должны быть соответственные углы, образован­
ные при пересечении двух прямых секущей, чтобы данные 
прямые были параллельными?

ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

Проведите две прямые АВ и СВ. Проведите прямую МК, 
пересекающую каждую из прямых АВ и СВ. Обозначьте 
точку пересечения прямых АВ и М К  буквой О, а пря­
мых СБ и М К  — буквой Е. Заполните пропуски в тексте:
1) углы АОМ и
2) углы АОЕ и .
3) углы АОЕ и .
4) углы АОЕ и .

-  соответственные;
-  соответственные;
-  накрест лежащие;
-  односторонние.

Укажите, какими углами (соответственными, накрест 
лежащими или односторонними) являются:
1) /В О М  и /Б Е М ; 2) /В О Е  и /Б Е М ; 3) /В О Е  и /О ЕС.



301.° Начертите две прямые и проведите их секущую. Про­
нумеруйте углы, образованные при пересечении данных 
прямых секущей. Укажите среди этих углов все пары:
1) соответственных углов;
2) односторонних углов;
3) накрест лежащих углов.

УПРАЖНЕНИЯ ■ ■ ■ ■ ■ ■ » ! '

302.° На рисунке 209 укажите все пары накрест лежащих, 
односторонних и соответственных углов.

303.° Запишите, какие углы на рисунке 210 являются:
1) односторонними при прямых ВС и АО и секущей АВ;
2) односторонними при прямых СЕ и СБ и секущей АО;
3) накрест лежащими при прямых ВС и АО и секу­

щей СЕ;
4) соответственными при прямых СЕ и СБ и секу­

щей АО;
5) односторонними при прямых ВС и АО и секущей СЕ.

В  С

/ и
А Е  О

Рис. 209 Рис. 210

304.° На каких из рисунков 211, а -г  прямые а и Ь парал­
лельны?

112 § 3. Параллельные прямые. Сумма углов треугольника



305.° Параллельны ли изображенные на 
рисунке 212 прямые а и 6, если:
1) /3 = /6;
2) /2  = / 6;
3) /4 = 125°, /6 = 55°;
4) /2 = 35°, /5 = 146°;
5) /1 = 98°, /6 = 82°;
6) /1 = 143°, /7 = 37°?

306.° На каких из рисунков 213, а -г  прямые т и п  парал­
лельны?

Рис. 213

14. Признаки параллельности двух прямых

307.° На рисунке 214 укажите все пары параллельных прямых.
308.° Запишите, какие прямые на рисунке 215 являются 

параллельными, если /1 = 53°, /2 = 128°, /3 = 127°.



Рис. 216 Рис. 217 Рис. 218

309.° На рисунке 216 АВ = ВС, СБ = Б К . Докажите, что 
АВ || БК .

310.* На рисунке 217 АК  — биссектриса угла ВАС, АМ  = МК. 
Докажите, что М К  || АС.

311.* На рисунке 218 /А С В  = /.АСБ, АБ = СБ. Докажите, 
что ВС || АБ.

312.’ В треугольнике АВС известно, что А В -В С , ZA = 60o, 
угол ВС Б  смежный с углом АСВ, СМ — биссектриса 
угла ВСБ. Докажите, что АВ || СМ.

313." Отрезки АВ и СБ пересекаются в точке О и делятся 
этой точкой пополам. Докажите, что АС || ВБ.

314.* На рисунке 219 АВ = СБ, ВС = АБ. Докажите, что 
АВ || СБ.

315.* На рисунке 220 изображены прямые а, Ъ и к. Известно, 
что некоторая прямая т  пересекает прямую а. Пере­
секает ли прямая т прямую Ы

316.* Каково взаимное расположение прямых СБ и ЕР  на 
рисунке 221?

317." Угол АВС равен 60°, а угол ВСБ — 120°. Можно ли 
утверждать, что прямые АВ и СБ параллельны?

А В

и

в 7с

С -О

А

Рис. 219 Рис. 220 Рис. 221
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318." Угол между прямыми а и с  равен углу между прямыми 
Ъ и с. Можно ли утверждать, что прямые а жЪ парал­
лельны?

319.” Из восьми углов, образованных при пересечении пря­
мых аж Ь  прямой с, четыре угла равны по 40°, а осталь­
ные четыре угла — по 140°. Можно ли утверждать, что 
прямые а ж Ь параллельны?

320.” Прямая пересекает биссектрису ВМ  треугольника АВС 
в точке О, являющейся серединой отрезка ВМ , а сто­
рону ВС — в точке К . Докажите, что если ОК 1  ВМ, 
то М К  || АВ.

321.” Отрезки АМ  и С К  — медианы треугольника АВС. На 
продолжении отрезка АМ  за точку М  отложен отре­
зок МЕ, а на продолжении отрезка СК  за точку К  — 
отрезок К В  так, что МР = АМ, К Б  = СК. Докажите, 
что точки В, I) и Р лежат на одной прямой.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

322. Луч ОС разбивает угол АОВ на два угла 
так, что / А О С : / В О С  = 3:5. Найдите 
угол между лучом ОС и биссектри­
сой угла, смежного с углом АОВ, если 
угол ВОС на 42° больше угла АОС.

323. На рисунке 222 АВ = ВС, ZABK =
= ZCBM. Докажите, что ВМ  = ВК.

324. Равнобедренные треугольники АВС и ADC имеют общее 
основание АС. Прямая BD пересекает отрезок АС в точ­
ке Е. Докажите, что АЕ = ЕС.

НАБЛЮ ДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

325. Приведите пример, когда общей частью (пересечением) 
треугольника и четырехугольника является восьми­
угольник.
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ПЯТЫЙ ПОСТУЛАТ ЕВКЛИДА

В п. 6 вы узнали, что в качестве аксиом выбирают очевид­
ные утверждения. Тогда почему бы, например, теоремы 1.1 
и 5.1 не включить в список аксиом, ведь они тоже очевидны? 
Ответ на этот вопрос понятен: если какое-то утверждение 
можно доказать с помощью аксиом или уже доказанных 
теорем, то это утверждение — теорема, а не аксиома.

С этой точки зрения очень поучительна история, связан­
ная с пятым постулатом Евклида (напомним, что в рассказе 
«Из истории геометрии» мы сформулировали четыре первых 
постулата).

V постулат. И чтобы каждый раз, когда прямая при пере­
сечении с двумя другими прямыми образует 
с ними односторонние углы, сумма которых 
меньше двух прямых углов, эти прямые пересе­
кались с той стороны от секущей, с которой эта 
сумма меньше двух прямых углов (рис. 223).

Можно показать, что пятый постулат и сформулированная 
нами в п. 13 аксиома параллельности прямых равносильны, 
то есть из постулата следует аксиома, и наоборот, из аксиомы 
следует постулат.

Более двадцати веков многие ученые пытались дока­
зать пятый постулат, то есть вывести его из других аксиом 
Евклида. Лишь в начале X IX  в. несколько математиков 
независимо друг от друга пришли к выводу: утверждение, 
что через данную  т очку, не леж ащ ую  на данной прямой, 
м ож но провести только одну прямую, параллельную данной, 
является аксиомой.

Вам может показаться, что в этом выводе 
ничего особенного нет: присоединяем аксиому 
параллельности к уже существующему списку 
аксиом-правил, а дальше доказываем теоремы. 

Однако если в футболе добавить хотя бы 
а + р < 180° °Дно правило, например разрешить полевым 

игрокам играть и руками, то мы получим со- 
Рис. 223 вершенно другую игру.
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Если пятый постулат — это правило, которое мы прини­
маем, а не теорема, то его можно заменить другим правилом_
утверждением, противоположным ему.

Так и поступил выдающийся русский 
математик, профессор Казанского уни­
верситета Николай Иванович Лобачев­
ский (1792-1856). Он заменил лишь одно 
правило — аксиому параллельности пря­
мых — другим: через т очку, не лежащ ую  
на данной прямой, проходят по крайней  
мере две прямые, не пересекающие дан­
ную. Новая аксиома позволила построить 
новую геометрию — неевклидову.

С подобной идеей несколько позже 
выступил венгерский математик Янош н- и- Лобачевский 
Бойяи (1802-1860).

15. Свойства параллельных прямых

Т ео р ем а  15.1 (обратная теореме 14.1). Если две 
параллельные прямые пересечены секущей, то углы, обра­
зующие пару накрест леж ащ их углов, равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0  На рисунке 224 прямые а и Ъ па­
раллельны, прямая с — секущая. Докажем, что XI = /2.

Предположим, что XI *  Х2. Тогда через точку К  проведем 
прямую аг так, чтобы ХЗ = Х2 (рис. 224). Углы 3 и 2 явля­
ются накрест лежащими при прямых ах и Ь и секущей с. 
Тогда по признаку параллельности двух прямых (теоре­
ма 14.1) аг || Ь. Получили, что через точку К  проходят две 
прямые, параллельные прямой Ъ. Это про­
тиворечит аксиоме параллельности пря­
мых. Таким образом, наше предположение 
неверно; следовательно, Х1 = Х2. А

Т е о р е м а  15.2 (о б р а т н а я  т е о р е ­
ме 14.3). Если две параллельные прямые 
пересечены секущей, то углы, образую­
щие пару соответственных углов, равны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 225 прямые а и Ь па­
раллельны, прямая с — секущая. Докажем, что Z1 = Z2.

По свойству параллельных прямых (теорема 15.1) углы 3 
и 2 равны как накрест лежащие при параллельных прямых а 
и Ъ и секущей с. Но углы 3 и 1 равны как вертикальные. 
Следовательно, Z1 = Z2. А

Т еор ем а 15.3 (обр атн ая теор ем е 14.2). Если две па­
раллельны е прямые пересечены секущей, то сумма углов, 
образующих пару односторонних углов, равна 180°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 226 прямые а и & па­
раллельны, прямая с — секущая. Докажем, что Z l + Z2 = 180o.

По свойству параллельных прямых (теорема 15.1) углы 3 
и 2 равны как накрест лежащие при параллельных прямых а 
и & и секущей с. Но углы 3 и 1 смежные, поэтому Zl + Z3 = 180°. 
Следовательно, Z l + Z2 = 180o. А

а

с

..........Г
ъ

Рис. 227

С ледствие. Если прямая перпендикулярна одной из 
двух параллельны х прям ы х, то она перпендикулярна  
и другой (рис. 227).

Докажите это следствие самостоятельно.

О -т г З а д  а ч а  1. Докажите, что все точ­
ки одной из двух параллельных прямых 
равноудалены от другой прямой.

Р е ш ен и е .  Пусть прямые в и & парал­
лельны (рис. 228), М к N — две произволь­
ные точки прямой а. Опустим из них пер­
пендикуляры М К  и ЛТ на прямую Ъ. До­
кажем, что М К = ЫР.
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Рассмотрим треугольники МКЫ и РЫК. Отрезок КЫ — 
их общая сторона. Поскольку М К  1& и  ЫР _1_ Ь, то М К  || ЫР, 
а углы МКЫ и РЫК равны как накрест лежащие при парал­
лельных прямых М К  и АТР и секущей КЫ.

Аналогично углы МЫК и РКЫ равны как накрест лежа­
щие при параллельных прямых МЫ и КР  и секущей КЫ.

Следовательно, треугольники МКЫ и РЫК равны по сто­
роне и двум прилежащим углам, то есть по второму призна­
ку равенства треугольников. Тогда М К = ЫР. •

О пределение. Р а ссто я н и ем  м еж ду д вум я п ар ал ­
лельны ми прямыми называют расстояние от любой точки 
одной из прямых до другой прямой.

Например, на рисунке 228 длина отрез­
ка М К  — это расстояние между параллель­
ными прямыми а  и Ь.

З ад ач а  2. На рисунке 229 отрезок АК  — 
биссектриса треугольника АВС, М К  || АС.
Докажите, что треугольник АМ К  равно­
бедренный.

Р е ш е н и е .  Поскольку АК  — биссектриса треугольни­
ка АВС, то /М А К  = /К А С .

Углы КАС и МКА равны как накрест лежащие при па­
раллельных прямых М К  и АС и секущей АК". Следовательно, 
/.М АК  = /М К А .

Тогда треугольник АМК  равнобедренный. •

1. Каким свойством обладают накрест лежащие углы, об­
разованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?

2. Каким свойством обладают соответственные углы, обра­
зованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?

3. Каким свойством обладают односторонние углы, обра­
зованные при пересечении двух параллельных прямых 
секущей?
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4. Известно, что прямая перпендикулярна одной из двух 
параллельных прямых. Обязательно ли она перпендику­
лярна другой прямой?

5. Что называют расстоянием между двумя параллельными 
прямыми?

328.° Разность односторонних углов, образованных при пе­
ресечении двух параллельных прямых секущей, рав­
на 50°. Найдите эти углы.

329.° Один из односторонних углов, образованных при пере­
сечении двух параллельных прямых секущей, в 4 раза 
больше другого. Найдите эти углы.

330.° Найдите все углы, образованные при пересечении двух 
параллельных прямых секущей, если:

УПРАЖНЕНИЯ ШШ£Х:

326.°  На рисунке 230 найдите угол 1.
327.°  На рисунке 231 найдите угол 2.

94°

Рис. 230 Рис. 231

1) один из этих углов равен 48°;
2) отношение градусных мер

двух из этих углов равно 2 : 7 .
331 Найдите все углы, образованные 

при пересечении двух параллель­
ных прямых секущей, если один 
из них на 24° меньше другого.

Рис. 232
332.° На рисунке 232 т || п, р  || к, 

Z l = 50°. Найдите углы 2, 3 и 4.
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333.° Прямая, параллельная основанию АС равнобедренного 
треугольника АВС, пересекает его боковые стороны АВ 
и ВС в точках В  и ^ соответственно. Докажите, что 
треугольник Б В Р  равнобедренный.

334.° На продолжениях сторон АС и ВС равнобедренного 
треугольника АВС (АВ = ВС) за точки А к В  отметили 
соответственно точки Р и К  так, что РК  || АВ. Докажи­
те, что треугольник КРС  равнобедренный.

335.° Отрезки АВ и СБ пересекаются в точке О, АО = ВО, 
АС || В Б . Докажите, что СО = БО.

336.° Отрезки М К  и Б Е  пересекаются в точке Р, Б К  || МЕ, 
Б К  -  МЕ. Докажите, что АМЕР = АКБР.

337.° Ответьте на вопросы.
1) Могут ли оба односторонних угла при двух парал­

лельных прямых и секущей быть тупыми?
2) Может ли сумма накрест лежащих углов при двух 

параллельных прямых и секущей быть равной 180°?
3) Могут ли быть равными односторонние углы при 

двух параллельных прямых и секущей?
338." На рисунке 233 АВ  || СБ, ВС\\АБ. Докажите, что 

ВС = АБ.
339.' На рисунке 233 ВС = АБ, ВС\\АБ. Докажите, что 

АВ || СБ.
340/ На рисунке 234 МК\\ЕР, М Е = ЕР, /К М Р  = 70°. Най­

дите угол МЕР.
341/ Через вершину В  треугольника АВС (рис. 235) провели 

прямую М К, параллельную прямой АС, /М В А  = 42°, 
/.СВК  = 56°. Найдите углы треугольника АВС.

к

А

в к

с
Рис. 233 Рис. 234 Рис. 235
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М  А / _________________ Е / В С

кТв  7с Ъ А Е  Р К  А I )  Е

Рис. 236 Рис. 237 Рис. 238

342.“ Прямая, проведенная через вершину А треугольни­
ка АВС параллельно его противолежащей стороне, обра­
зует со стороной АС угол, равный углу ВАС. Докажите, 
что треугольник АВС равнобедренный.

343.* На рисунке 236 /М А В  = 50°, ZАВК  = 130°, /А С В  = 40°, 
СЕ — биссектриса угла АС Б . Найдите углы треуголь­
ника АСЕ.
На рисунке 237 ВЕ 1 А К , СЕ 1 А К , СК  — биссектриса 
угла ЕС Б , /А В Е  = 62°. Найдите угол АС К.

345/ На рисунке 238 ВС ]| М К, В К  -  КЕ, СК = К В. Докажи­
те, что АВ  || М К.

346/ На рисунке 239 АВ = АС, АЕ = ЕЕ, АВ || ЕЕ. Докажите, 
что АЕ ±  ВС.
Треугольник АВС — равнобедренный с основанием АС. 
Через произвольную точку М  его биссектрисы В В  про­
ведены прямые, параллельные его сторонам АВ и ВС 
и пересекающие отрезок АС в точках Е  и Е соответ­
ственно. Докажите, что В Е  = ВЕ.

348/* На рисунке 240 АВ || ВЕ. Докажите, что /В С В  = / АВС + 
+ /С В Е .
На рисунке 241 АВ\\БЕ, /А В С  = 120°, /С В Е  = 150°. 
Докажите, что ВС 1  СВ.

А В А

С С

А Р С В Е Е

Рис. 239 Рис. 240 Рис. 241
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350." Через вершину В треугольника АВС провели прямую, 
параллельную его биссектрисе АМ. Эта прямая пере­
секает прямую АС в точке К . Докажите, что треуголь­
ник ВАК равнобедренный.

351." Через точку О пересечения биссектрис АЕ и СР тре­
угольника АВС провели прямую, параллельную пря­
мой АС. Эта прямая пересекает сторону АВ в точке М, 
а сторону ВС — в точке К. Докажите, что М К  = АМ + СК.

352.' Биссектрисы углов ВАС и ВСА треугольника АВС пере­
секаются в точке О. Через эту точку проведены прямые, 
параллельные прямым АВ и ВС и пересекающие сторо­
ну АС в точках М и К  соответственно. Докажите, что 
периметр треугольника МОК равен длине стороны АС.

353. На отрезке АВ отметили точку С так, что АС : ВС = 2:1. 
На отрезке АС отметили точку .О так, что АО : С Б  = 3:2. 
В каком отношении точка £> делит отрезок АВ?

354. Отрезки АС и ВИ пересекаются в точке О, АВ = ВС = 
= СВ = АО. Докажите, что АС А. ВБ .

355. В треугольнике МОЕ на стороне МО отметили точку А, 
в треугольнике ТРК  на стороне ТР — точку В так, что 
МА = ТВ. Какова градусная мера угла ВКР, если МО = 
= ТР, Z М = / Т , ZO  = ZP, ZA EO  = 170?

356. На рисунке 242 изображена очень 
сложная замкнутая ломаная. Она огра­
ничивает некоторую часть плоскости 
(многоугольник). На рисунке отме­
чают произвольную точку. Как бы­
стрее всего определить, принадлежит 
эта точка многоугольнику или нет? Рис. 242

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

НАБЛЮ ДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ
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16. Сумма углов треугольника.
Неравенство треугольника

Треугольник — ключевая фигура планиметрии. Мир тре­
угольников разнообразен. Но всем им присуще свойство, 
которое раскрывает следующая теорема.

Т еор ем а 16.1. Сумма углов т реугольника р авн а  180°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Рассмотрим произвольный тре­

угольник АВС. Требуется доказать, что /А  + / В  + / С  = 180°.
Через вершину В  проведем прямую а, параллельную пря­

мой АС (рис. 243). Имеем: ZA и Z l равны как накрест лежа­
щие при параллельных прямых а и АС и секущей АВ. Ана­
логично доказываем, что ZC = Z3. Но углы 1, 2, 3 состав­
ляют развернутый угол с вершиной В. Следовательно, ZA + 
+ /А В С  + ZC = Z l + Z2 + Z3 = 180°. ▲

С ледстви е. Среди углов т реугольника не м енее двух  
углов ост рые.

Докажите это следствие самостоятельно.
Из этого следствия вытекает, что угол при основании 

равнобедренного треугольника всегда острый.
О пределение. Внеш ним углом  треугольника назы­

вают угол, смежный с углом этого треугольника.
На рисунке 244 углы 1 , 2 , 3  являются внешними углами 

треугольника АВС.
Т еор ем а 16.2. Внешний угол т реугольника равен  сум ­

ме двух углов т реугольника, не см еж ны х с ним.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  © На рисунке 244 углы 1, 2 и 3 — 

внешние углы треугольника АВС. Надо доказать, что Z l = 
= Z5 + Z6, Z2 = Z4 + Z6, Z3 = Z4 + Z5.

А

В

С

а

А

Рис. 243 Рис. 244
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Докажем, например, первое из этих трех равенств (осталь­
ные равенства доказывают аналогично).

По свойству смежных углов Z l + Z4 = 180o. По теоре­
ме о сумме углов треугольника Z4 + Z5 + Z6 = 180o. Тогда
Z l + Z4 = Z4 + Z5 + Z6, отсюда Z1 = Z5 + Z6. А

С л ед стви е Внешний угол т реугольника больш е каж ­
дого из углов т реугольника, не см еж ны х с ним.

Докажите это следствие самостоятельно.
Т еор ем а 16.3 (н ер авен ство  треугольн и ка). К аж ­

дая  ст орона т реугольника меньш е сум м ы  двух других  
его сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® Рассмотрим треугольник АВС 
(рис. 245). Надо доказать, что: 1) АВ < АС + СВ; 2) АС < 
<АВ + ВС; 3) ВС к В А  + АС.

Докажем первое из этих неравенств (два других доказы­
вают аналогично).

Пусть доказываемое неравенство неверно. Тогда АВ >
> АС + СВ или А В = А С  + СВ.

1) Пусть АВ > АС + СВ. Тогда на стороне АВ можно отме­
тить точки Сг и С2 такие, что АС = АСХ и ВС = ВС2 (рис. 245). 
Поскольку мы предположили, что АВ > АС + СВ, то АВ >
> АСг + ВСГ Следовательно, отрезки АСХ и ВС2 не имеют 
общих точек.

Углы АСгС и ВС2С являются острыми как углы при 
основании равнобедренных треугольников АСХС и ВС2С со­
ответственно. Тогда углы 1 и 2 являются тупыми как углы, 
смежные с острыми. Получили противоречие: в треугольни­
ке СуСС2 два тупых угла.

С

Рис. 245



2) Рассуждая аналогично, можно показать (сделайте это 
самостоятельно), что равенство АВ = АС + СВ также приво­
дит к противоречию. А

Из доказанной теоремы следует, что если длина одного из 
трех данных отрезков не меньше суммы длин двух других, 
то эти отрезки не могут служить сторонами треугольника 
(рис. 246).

Если же каждый из трех данных отрезков меньше сум­
мы двух других, то эти отрезки могут служить сторонами 
треугольника.

Вы уже знаете, что в треугольнике против равных сторон 
лежат равные углы, и наоборот, против равных углов лежат 
равные стороны (пп. 9, 10). Эти свойства дополняет следую­
щая теорема.

Т еор ем а 16.4. В т реугольнике против больш ей ст о­
роны  леж ит  больш ий угол, и наоборот , против больш его  
угла леж ит  больш ая ст орона.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® 1) Рассмотрим треугольник АВС, 
в котором АВ > ВС. Надо доказать, что ZACB > (рис. 247).

126 § 3. Параллельные прямые. Сумма углов треугольника /  X

Поскольку АВ > ВС, то на стороне АВ найдется такая 
точка М, что ВМ  = ВС. Получили равнобедренный треуголь­
ник МВС, в котором ZВМС = ZBCM.

Так как угол ВМС — внешний угол треугольника АМС, 
то ZВМС > ZA. Следующая «цепочка» неравенств доказывает 
первую часть теоремы:

В В

А С А С

Рис. 246 Рис. 247 Рис. 248

ZACB > ZMCB = ZВМС > ZA.
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2) Рассмотрим треугольник АВС, в котором /С  > /А .  Надо 
доказать, что АВ > ВС.

Поскольку /А С В > /А ,  то угол АСВ можно разделить на 
два угла АСМ и МСВ так, что /А СМ  = /А  (рис. 248). Тогда 
треугольник АМС равнобедренный с равными сторонами МА 
и МС.

Для стороны ВС запишем неравенство треугольника: 
МС + М В >  ВС. Имеем: АВ = АМ + М В = МС + МВ > ВС.

Заметим, что вторую часть теоремы 16.4 можно доказать 
методом от противного: предположить, что ВС > АВ, а далее 
воспользоваться уже доказанной первой частью теоремы. 
Проведите это доказательство самостоятельно.

О тг З а д а ч а . Медиана СМ треугольника АВС равна 
половине стороны АВ. Докажите, что треугольник АВС пря­
моугольный.

Р е ш ен и е .  По условию АМ = СМ (рис. 249). Тогда в тре­
угольнике АМС углы А и АСМ равны.

По условию ВМ  = СМ, отсюда следует, что в треугольни­
ке ВМС углы В и ВСМ  равны.

В треугольнике АСВ имеем: /А  + / В  +
+ /А С В = 180°. Учитывая, что /А  = /А СМ  
и / В  = /ВС М , получаем: /АСМ  + /В С М  +
+ /АСВ  = 180°. Поскольку /АСМ  + /В С М  =
= /АСВ, то 2 /А С В  = 180°. Тогда/А С В  = 90°.

Следовательно, треугольник АВС пря­
моугольный. О

1. Чему равна сумма углов треугольника?
2. Какое наименьш ее количество острых углов есть в любом 

треугольнике?
3. Какой угол называют внеш ним углом треугольника?
4. Как связаны внеш ний угол треугольника и два угла тре­

угольника, не смежные с ним?

5. Сравните внеш ний угол треугольника с углом треуголь­
ника, не смежным с ним.



6. Сформулируйте теорему о неравенстве треугольника.

7. Сформулируйте теорему о соотнош ении м ежду сторона­
ми и углами треугольника.
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УПРАЖНЕНИЯ

357.° Найдите угол треугольника, если два других его угла 
равны 35° и 96°.

358.° Один из углов треугольника в 3 раза меньше второго угла 
и на 35° меньше третьего. Найдите углы треугольника.

359.° Найдите углы треугольника, если их градусные меры 
относятся как 2 : 3 : 7 .

О-тт 360.° Найдите углы равностороннего треугольника.
О -п 361.° Найдите углы равнобедренного прямоугольного тре­

угольника.
362.° Угол при основании равнобедренного треугольника ра­

вен 63°. Найдите угол при вершине этого треугольника.
363.° Найдите углы при основании равнобедренного треуголь­

ника, если угол при вершине равен 104°.
364.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если угол 

при вершине в 4 раза больше угла при основании.
365.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если угол 

при основании на 48° меньше угла при вершине.
366.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 

из них равен: 1) 110°; 2) 50°. Сколько решений имеет 
задача?

367.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 
из них равен: 1) 42°; 2) 94°. Сколько решений имеет задача?

368.° Могут ли стороны треугольника быть равными:
1) 6 см, 5 см, 12 см; 2) 6 см, 5 см, 11 см?

369.° В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, АК  — бис­
сектриса, ZВАК  = 18°. Найдите углы АКС и АВС.

370.° В треугольнике АВС известно, что АВ = ВС, СК — бис­
сектриса, ZA = 660. Найдите угол АКС.

371.° Биссектрисы АК  и СМ треугольника АВС пересекаются 
в точке О, ZВАС = 116°, ZВСА = 34°. Найдите угол АОС.
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372.° В равнобедренном треугольнике АВС с углом при верши­
не В, равным 36°, провели биссектрису АО. Докажите, 
что треугольники АОВ и САО равнобедренные.

373.°  В треугольнике АВС провели биссектрису В !1. Найдите 
угол С, если ZA = 390, ZAFB = 78°.

374.° Докажите, что если один из углов треугольника равен 
сумме двух других углов, то этот треугольник йрямо- 
угольный.

375.°  На рисунке 250 укажите внешние углы:
1) при вершинах Е  и Е треугольника МЕЕ',
2) при вершине Е  треугольника М КЕ.

376.°  На рисунке 251 укажите треугольники, для которых 
внешним углом является: 1) угол АМВ; 2) угол ВМО.

М  В О

Рис. 250 Рис. 251

377.°  Один из внешних углов треугольника равен 75°. Най­
дите:
1) угол треугольника при этой вершине;
2) сумму двух углов треугольника, не смежных с ним.

378.°  Может ли внешний угол треугольника быть меньше 
смежного с ним угла треугольника? В случае утверди­
тельного ответа укажите вид треугольника.

379.°  Определите вид треугольника, если один из его внешних 
углов равен смежному с ним углу треугольника.

380.°  Один из внешних углов треугольника равен 136°, а один 
из углов треугольника — 61°. Найдите неизвестный 
угол треугольника, не смежный с данным внешним.

381.° Один из внешних углов треугольника равен 154°. Най­
дите углы треугольника, не смежные с ним, если один 
из этих углов на 28° больше другого.
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382.° Один из внешних углов треугольника равен 98°. Най­
дите углы треугольника, не смежные с ним, если один 
из этих углов в б раз меньше другого.

383.° Найдите углы равнобедренного треугольника, если 
внешний угол при его вершине равен 38°.

384.° Сравните углы треугольника АВС, если:
1) АВ > АС > ВС; 2) АВ = ВС, ВС > АС.

385.° В треугольнике АВС известно, что ZA = 34°, ZB = 28°. 
Сравните стороны АВ, ВС и АС.

386.° Сравните стороны треугольника АВС, если:
1) ZC > ZA > ZБ; 2) ZB > АС, ZA = ZB.

О-гг 387.° Докажите, что если два угла одного треугольника 
равны соответственно двум углам другого треугольника, 
то и третьи углы этих треугольников равны.

388.* Найдите углы равнобедренного треугольника, если один 
из его внешних углов равен: 1) 54°; 2) 112°. Сколько 
решений имеет задача?

389.' Внешний угол равнобедренного треугольника ра­
вен 130°. Найдите углы треугольника. Сколько решений 
имеет задача?

390." Периметр треугольника равен 30 см. Может ли одна из 
его сторон быть равной: 1) 20 см; 2) 15 см?

391.* Длины двух сторон треугольника равны 7 см и 9 см. 
Может ли периметр этого треугольника быть равным:
1) 20 см; 2) 32 см; 3) 18 см?

392.* Существует ли треугольник, одна из сторон которого 
на 2 см меньше второй и на 6 см меньше третьей, а пе­
риметр равен 20 см?

393.* Биссектрисы углов при основании АС равнобедренного 
треугольника АВС пересекаются в точке О. Докажите, 
что угол АОС равен внешнему углу треугольника АВС 
при вершине А.

394.* На рисунке 252 ВС || АО, ZA = 25°,
ZБ = 55°. Найдите угол СМИ.

395.* Отрезок В К  — биссектриса равно­
бедренного треугольника АВС с осно­
ванием ВС, ZAK^B = 105o. Найдите ^ 
углы треугольника АВС. Рис. 252



396/ На стороне АВ треугольника АВС отметили точку Б  
так, что В Б  = ВС, /А С Б  = 15°, /Б С В  = 40°. Найдите 
углы треугольника АВС.

397/ На сторонах треугольника АВС (рис. 253) отметили 
точки Е  и ^ так, что Z1 = Z2. Докажите, что ZЗ = Z4.

398/ На рисунке 254 ВС || АО, Z £  = 100o, ZACD = 95°, ZD = 
= 45°. Докажите, что АВ = ВС.

В С

А V
Рис. 254

399/ Через вершину С треугольника АВС проведена прямая, 
параллельная биссектрисе АМ  треугольника и пересе­
кающая прямую АВ в точке К. Найдите углы треуголь­
ника АКС, если ZBAC = 70°.

400/ В треугольнике АВС биссектрисы углов А и С пересе­
каются в точке О. Найдите угол АОС, если ZB = 100°.

4 0 1 /  Докажите, что биссектриса внешнего угла при вершине 
равнобедренного треугольника параллельна его осно­
ванию.

402/ Докажите, что если биссектриса внешнего угла тре­
угольника параллельна его стороне, то этот треугольник 
равнобедренный.

403/ Угол при основании АС равнобедренного треугольни­
ка АВС в 2 раза больше угла при вершине, АМ  — бис­
сектриса треугольника. Докажите, что ВМ  = АС.

404/ Треугольник АВС равнобедренный с основанием АС. На 
стороне ВС отметили точку М  так, что ВМ  = АМ = АС. 
Найдите углы треугольника АВС.

О—а  4 0 5 /  Докажите, что в любом треугольнике существует 
угол: 1) не меньше 60°; 2) не больше 60°.

16. Сумма углов треугольника. Неравенство треугольника 1 31

В

А С
Рис. 253
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406/ Определите вид треугольника, если:
1) один из его углов больше суммы двух других;
2) любой из его углов меньше суммы двух других.

407. Определите вид треугольника, если сумма любых двух
его углов больше 90°.

408/ В треугольнике АВС угол В  тупой. На продолжении 
стороны АВ за точку А отметили произвольную точку Б. 
Докажите, что СО > АС.

409/ В треугольнике АВС известно, что АС > 90°. На сторо­
не ВС отметили произвольную точку I). Докажите, что 
АО > АС.

410.“ Существует ли треугольник, две биссектрисы которого 
перпендикулярны?

411.“ Существует ли треугольник, в котором одна биссектриса 
делит пополам другую биссектрису?

412.“ Найдите углы треугольника АВС, если биссектриса 
угла В  разбивает его на два равнобедренных треуголь­
ника.

О-тг 413.” Три точки А, В и С таковы, что выполняется ра­
венство АВ = АС + СВ. Докажите, что точка С является 
внутренней точкой отрезка АВ.

414.” На прямой т (рис. 255) найдите такую точку С, чтобы 
сумма расстояний от нее до точек А и. В  была наимень­
шей. Ответ обоснуйте.

415/ Одна сторона треугольника равна 2,8 см, а вторая — 
0,6 см. Найдите третью сторону этого треугольника, 
если ее длина, выраженная в сантиметрах, равна целому 
числу.

416/ В треугольнике АВС известно, что ZA = а, биссектрисы 
внешних углов при вершинах В и С пересекаются в точ­
ке О. Найдите угол ВОС.

417/ Отрезок АМ  — медиана треугольника АВС, АСАМ > 
> АВАМ. Докажите, что АВ > АС.

418.* На боковых сторонах АВ и ВС равно­
бедренного треугольника АВС отмети­
ли соответственно точки Е  и Е так, что 
АС = АЕ = ЕЕ = ВЕ. Найдите углы тре- 

Рис. 255 угольника АВС.
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419.* В треугольнике АВС известно, что АВ = 2 см, ZA = 60°, 
/ В  = 70°. На стороне АС отметили точку В  так, что 
АО = 1 см. Найдите углы треугольника ВВС.

420.* Докажите, что сумма длин двух сторон треугольника 
больше удвоенной длины медианы, проведенной к тре­
тьей стороне.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

421. На прямой отметили точки А, В  и С так, что точка В 
лежит между точками А и С, причем ВС = 2АВ. На от­
резке ВС отметили точку В  так, что В В :В С =  3 :7 . 
Найдите расстояние между серединами отрезков АВ 
и СВ, если отрезок СВ на 16 см длиннее отрезка ВВ .

422. На медиане ВМ  треугольника АВС отметили точку О 
так, что ZQAC = /ЮСА. Докажите, что треугольник АВС 
равнобедренный.

НАБЛЮ ДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

423. Существует ли шестиугольник, у которого никакие две 
диагонали не имеют общих точек, отличных от вершин?

17. Прямоугольный треугольник

На рисунке 256 изображен прямоуголь­
ный треугольник АВС, в котором ZC = 90°.

Сторону прямоугольного треугольника, 
противолежащую прямому углу, называют 
гипотенузой, а стороны, прилежащие к пря­
мому углу, — катетами (рис. 256).

Для доказательства равенства двух тре­
угольников находят их равные элементы.

Катет В 

Рис. 256
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У любых двух прямоугольных треугольников такие элементы 
есть всегда — это прямые углы. Поэтому для прямоугольных 
треугольников можно сформулировать «персональные» при­
знаки равенства.

Т е о р е м а  17.1 (признак р а в е н с т в а  п р я м о у г о л ь ­
ных треу гольн и ков по ги п о тен у зе  и катету).  Если  
гипот енуза и кат ет  одного прям оугольного т реугольника  
соот вет ст венно р авн ы  гипот енузе и кат ет у другого, то 
т акие т реугольники равны .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ® Рассмотрим треугольники АВС 
и А1В1С1, у которых ZC=:ZC1= 90°, АВ = А1В1, АС = АуСу 
(рис. 257). Надо доказать, что ААВС = ААуВуСу.

АЛА)

Рис. 258

Расположим треугольники АВС и А1В1С1 так, чтобы вер­
шина А совместилась с вершиной А1, вершина С — с верши­
ной Су, а точки В  и Ву лежали в разных полуплоскостях 
относительно прямой АуСу (рис. 258).

Имеем: /АуСуВ + ААуСуВу = 90° + 90° = 180°. Значит, 
угол ВСуВу развернутый, поэтому точки В, Су, Ву лежат на 
одной прямой. Получили равнобедренный треугольник ВАуВу 
с боковыми сторонами АуВ и АуВу и высотой А1С1 (рис. 258). 
Тогда АуСу — медиана этого треугольника, то есть СуВ = СуВу. 
Следовательно, треугольники А1БС1 и А1Б 1С1 равны по тре­
тьему признаку равенства треугольников. А

При решении задач удобно пользоваться и другими при­
знаками равенства прямоугольных треугольников, непосред­
ственно следующими из признаков равенства треугольников.
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П ри зн ак р а в е н с т в а  п р я м о у г о л ь н ы х  т р е у г о л ь ­
ников по двум к а т е т а м .  Если кат ет ы одного прям о­
угольного т реугольника соот вет ст венно равн ы  кат ет ам  
другого, то т акие т реугольники равны .

Признак р а в е н с т в а  п рям оугол ьны х треугольни­
ков по к а т е т у  и при л еж ащ ем у о ст р о м у  углу. Если  
кат ет  и прилежащ ий к нему ост рый угол одного прям о­
угольного т реугольника соот вет ст венно равн ы  катету 
и прилеж ащ ем у к нему ост рому углу другого, то такие 
т реугольники равны .

Очевидно, что если острый угол одного прямоугольного 
треугольника равен острому углу другого прямоугольного 
треугольника, то равны и два других острых угла. Восполь­
зовавшись этим утверждением, список признаков равенства 
прямоугольных треугольников можно дополнить еще двумя.

Признак р а в е н с т в а  п рям оугол ьны х треугольни­
ков по к а т е т у  и п р о ти в ол еж ащ ем у  о ст р о м у  углу.  
Если кат ет  и прот иволежащ ий ему ост рый угол одного  
п ря м оу гольн ого  т реугольн и ка  соот вет ст венно р ав н ы  
кат ет у и прот иволеж ащ ем у ему ост рому углу другого, 
то т акие т реугольники равны .

Признак р а в е н с т в а  п рям оугол ьны х треугольни­
ков по ги п о тен у зе  и о ст р о м у  углу. Если гипот енуза  
и ост рый угол одного прям оугольного т реугольника соот ­
вет ст венно равн ы  гипот енузе и ост рому углу другого, то 
т акие т реугольники равны .

Зад ач а. Докажите равенство прямоугольных треугольни­
ков по острому углу и биссектрисе, проведенной из вершины 
этого угла.

Р е ш е н и е .  В треугольниках АВС 
и А1В 1С1 (рис. 259) АС = АСХ = 90°, АВАС =
= А В ^ С ^  отрезки АО и А̂  Д  — биссек­
трисы, АО = А1Х)1.

Имеем: АСА!) ■■ — АВАС = -  АВ, А1 С, = 
2 2

= АС1А1Л1. Поскольку АО = Д Д , то пря­
моугольные треугольники АСО и А1С1Д Рис. 259
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равны по гипотенузе и острому углу. Отсюда АС = А1С1, и так 
как /В А С  - /ВуАуСу, то прямоугольные треугольники АВС 
и А1Б1С1 равны по катету и прилежащему острому углу. #

1. Какой треугольник называют прямоугольным?
2. Какую сторону прямоугольного треугольника называют 

гипотенузой?
3. Какую сторону прямоугольного треугольника называют 

катетом?

4. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­
угольников по гипотенузе и катету.

5. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­
угольников по двум катетам.

6. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­
угольников по катету и прилежащему острому углу.

7. Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­
угольников по катету и противолежащему острому углу.

8 . Сформулируйте признак равенства прямоугольных тре­
угольников по гипотенузе и острому углу.

9. Чему равна сумма острых углов прямоугольного треуголь­
ника?

424.° С помощью транспортира и линейки постройте прямо­
угольный треугольник:
1) катеты которого равны 3 см и 4 см;
2) один из катетов которого равен 2,5 см, а прилежащий 

к нему угол — 40°;
3) гипотенуза которого равна 6 см, а один из острых 

углов равен 70°.
Обозначьте построенные треугольники, укажите в каж­
дом из них катеты и гипотенузу.
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425.° С помощью транспортира и линейки постройте равно­
бедренный прямоугольный треугольник:
1) с катетом, равным 5 см;
2) с гипотенузой, равной 4 см.

426.° На рисунке 260 изображен треуголь- м  
ник М КЕ  с прямым углом при верши- IV  
не К . Укажите:
1) катеты и гипотенузу треугольника;
2) катет, прилежащий к углу Е; п
3) катет, противолежащий углу М. к  Е

427.° На рисунке 261AD — высота треуголь­
ника ABC. Найдите на этом рисунке Рис- 260 
прямоугольные треугольники, укажи­
те в каждом из них катеты и гипотенузу.

428.° Один из острых углов прямоугольного треугольника 
равен 43°. Найдите другой острый угол.

429.° В равнобедренном треугольнике ABC (АВ = ВС) про­
ведена высота AH'. Найдите угол САН, если / В  = 76°.

430.° Угол между основанием равнобедренного треугольника 
и высотой, проведенной к боковой стороне, равен 19°. 
Найдите углы данного треугольника.

431.° На рисунке 262 АВ _1_ ВС, СХ) _1_ ВС, АС = ВВ. Докажи­
те, что АВ = С-О.

432.° На рисунке 263 МО = 2^0, /М Е О  = /Р К О  = 90°. Дока­
жите, что АМЕО = АРКО.

T r J /  УПРАЖНЕНИЯ

F

А С D Е К

Рис. 261 Рис. 262 Рис. 263



433.° Из точек А и В, лежащих в одной полуплоскости от­
носительно прямой а, опущены перпендикуляры АМ 
и ВК  на эту прямую, АМ = ВК. Докажите, что АК = ВМ.

434.° На рисунке 264 АВ = С£>, АБ || С£>, ВМ  1  АС, ОК 1  АС. 
Докажите, что ВМ  = Б К .

435.' На рисунке 265 АВ = ВС, СБ ±  АВ, АЕ 1  ВС. Докажи­
те, что ВЕ = ВО.

О -п  436.° На биссектрисе угла с вершиной в точке В  отме­
тили точку М, из которой опустили перпендикуляры 
М1) и МС на стороны угла. Докажите, что М Б = МС.

437.° На сторонах угла с вершиной в точке В  отметили точ­
ки А и С так, что АВ = ВС. Через точки А и С провели 
прямые, перпендикулярные сторонам ВА и ВС соот­
ветственно, которые пересекаются в точке О. Докажи­
те, что луч ВО — биссектриса угла АВС.

О-тг 438.* Докажите, что высоты равнобедренного треуголь­
ника, проведенные к его боковым сторонам, равны.

О-тг 439. Докажите, что если две высоты треугольника 
равны, то этот треугольник равнобедренный.

4 4 0 .’ Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и биссектрисе, проведенной из вершины прямого 
угла.

441. Докажите равенство прямоугольных треугольников 
по катету и высоте, проведенной из вершины прямого 
угла.

4 4 2 .” Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и биссектрисе, проведенной из вершины при­
лежащего к этому катету острого угла.

443.’ Докажите равенство прямоугольных треугольников по 
катету и медиане, проведенной к другому катету.

Рис. 264 Рис. 265
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О-ТГ 444.’ Докажите, что в равных треугольниках высоты, 
опущенные на соответственные стороны, равны.

445.’ Докажите равенство остроугольных треугольников по 
стороне и двум высотам, проведенным из концов этой 
стороны.

446.’ Докажите равенство треугольников по стороне и про­
веденным к ней медиане и высоте.

447.’ Прямая пересекает стороны АВ и ВС треугольника АВС 
соответственно в точках М я  К , являющихся середи­
нами этих сторон. Докажите, что вершины данного 
треугольника равноудалены от прямой МК.

448.' Прямая пересекает стороны АВ и ВС треугольника АВС 
в точках М  и К  соответственно. Вершины данного 
треугольника равноудалены от прямой М К. Докажите, 
что точки М  и К  являются серединами сторон АВ и ВС 
соответственно.

449.’* Высоты АМ  и СК  треугольника АВС пересекаются 
в точке Н, Н К  = НМ. Докажите, что треугольник АВС 
равнобедренный.

450." Высоты МЕ и Л/Т треугольника МКМ пересекаются 
в точке О, ОМ = ОМ, МР = КЕ. Докажите, что треуголь­
ник М КИ  равносторонний.

451." Можно ли утверждать, что если две стороны и высота, 
проведенная к третьей стороне, одного треугольника 
соответственно равны двум сторонам и высоте, про­
веденной к третьей стороне, другого треугольника, то 
эти треугольники равны?

452.’* Докажите равенство треугольников по двум углам и вы­
соте, проведенной из вершины третьего угла.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

453. Углы АВС и DBC смежные, луч ВМ  принадлежит 
углу АВС, луч В К  — углу 1DBC, Z.MBC = ZCBK  = 30°, 
угол DBK  в 5 раз больше угла АВМ. Найдите углы АВС 
и DBC.
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454. На боковых сторонах АВ и ВС равнобедренного тре­
угольника ЛВС отметили соответственно точки М  и К  

так, что ВМ  = В К . Отрезки АК  и СМ 
пересекаются в точке О. Докажите, 
что: 1) треугольник АОС равнобедрен­
ный; 2) прямая ВО — серединный 
перпендикуляр отрезка АС.

455. На рисунке 266 АВ = СБ, ВС = АВ. 
Докажите, что АО = ОС.

на бл юда йте , рисуйте,
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

456. Можно ли замостить плоскость фигура­
ми, каждая из которых равна фигуре, 
изображенной на рисунке 267? Рис. 267

18. Свойства прямоугольного треугольника

Теорема 18.1. В прямоугольном треугольнике гипо­
тенуза больше катета.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Каждый из катетов лежит про­
тив острого угла, а гипотенуза лежит против прямого угла. 
Прямой угол больше острого угла, а в треугольнике против 
большего угла лежит большая сторона (теорема 16.4). Поэто­
му гипотенуза больше любого из катетов. А

С ледствие .  Если из одной точки, 
не леж ащей на прямой, к этой прямой 
проведены перпендикуляр и наклонная, 
то перпендикуляр меньше наклонной.

На рисунке 268 отрезок АВ — пер­
пендикуляр, отрезок АХ  — наклонная, 
АВ < АХ.

О -в  З ад ач а  1. Докажите, что катет, 
лежащий против угла, величина которого 

Рис. 268 равна 30°, равен половине гипотенузы.
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Р еш ен и е .  Рассмотрим треугольник ABC, 
в котором ZACB = 90°, ZBAC = 30°. Надо до­

казать, что ВС = -А В .
2

На луче ВС отложим отрезок CD, равный 
отрезку ВС (рис. 269). Проведем отрезок AD.
Тогда в треугольниках ABC и ADC имеем:
ZACB = ZACD = 90°, стороны ВС и CD равны 
по построению, АС — общая сторона этих 
треугольников. Следовательно, эти треугольники равны по двум 
катетам. Тогда ZDAC = 30°, отсюда ZBAD = 2 ZDAC = 60°. 
Имеем: ZABD = 90° -  30° = 60°. Тогда ZADB = 60° и треуголь­

ник ABD равносторонний. Значит, ВС = ~BD = ~AB. %
2 2

О-тт З а д а ч а  2. Докажите, что если катет равен половине 
гипотенузы, то угол, лежащий против этого катета, равен 30°.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим треугольник ABC, в котором

ZACB = 90°, ВС = -А В . Надо доказать, что ZBAC = 30°.
2

На луче ВС отложим отрезок CD, равный отрезку ВС 
(рис. 269). Тогда AB = BD. Кроме того, отрезок АС является 
медианой и высотой треугольника BAD, следовательно, по 
признаку равнобедренного треугольника АВ = AD. Получаем: 
АВ = BD = AD, поэтому треугольник BAD равносторонний, 
следовательно, ZBAD = 60°.

Поскольку отрезок АС — биссектриса треугольника BAD,

то ZBAC = -  ZBAD = 30°. •
2

?  ,1. Какая из сторон прямоугольного треугольника является 
наибольшей?

2. Каково свойство катета, лежащего против угла, равно­
го 30°?

3. Какова градусная мера угла, лежащего против катета, 
равного половине гипотенузы?
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УПРАЖНЕНИЯ

457.“ Стороны прямоугольного треугольника равны 24 см, 
10 см и 26 см. Чему равен наибольший катет данного 
треугольника?

458.° В прямоугольном треугольнике £)&?’ гипотенуза ХЖ 
равна 18 см, ZX> = 30o. Найдите катет РЕ.

459.° В прямоугольном треугольнике МКС  известно, что 
/М  = 90°, ZC = 60°, СМ = 7 см. Найдите гипотенузу СК.

460.° В равностороннем треугольнике АВС точка X) — сере­
дина стороны АВ. Из этой точки опущен перпендику­
ляр Б Е  на сторону АС. Найдите отрезки, на которые 
точка Е  разбивает отрезок АС, если сторона данного 
треугольника равна 16 см.

461.° Один из углов прямоугольного треугольника равен 30°, 
а разность гипотенузы и меньшего катета равна 5 см. 
Найдите эти стороны треугольника.

462.° В треугольнике АВС известно, что ZA = 30°, ZB = 45°, 
СК — высота, АС = 10 см. Найдите отрезок В К .

463.° В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, ZA = 30°, 
СХ) — высота, ВХ> = 7 см. Найдите гипотенузу АВ.

464.° В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, СК  — вы­
сота, СК = 7 см, АС = 14 см. Найдите угол В.

465.' На рисунке 270 АВ — перпендикуляр, АС — наклонная, 
АС = 2 см. Найдите угол АСВ и длину перпендикуля­
ра АВ, если эта длина, выраженная в сантиметрах, равна 
целому числу.

466/ Основание равнобедренного треугольника равно 18 см, 
а один из углов равен 120°. Найдите высоту треуголь­

ника, проведенную из вершины 
угла при его основании.

В

Рис. 270

С

467.” В равнобедренном треугольнике 
АВС с основанием ВС провели вы­
соту В М длиной 7,5 см, ZMБC = 15°. 
Найдите боковую сторону тре­
угольника.
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468.* Биссектрисы АМ  и В К  равностороннего треугольни­
ка ЛВС пересекаются в точке О. Докажите, что АО : ОМ = 
= 2 : 1 .

469.” В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, ZБ = 30°. 
Серединный перпендикуляр отрезка АВ пересекает его 
в точке М, а отрезок ВС — в точке К . Докажите, что

М К = -В С .
3

470.” В треугольнике М КЕ  известно, что ZК  = 90°, Z £  = 30°, 
К Е  = 12 см. Найдите биссектрису МС треугольника.

471.” В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, ZВАС = 60°, 
отрезок АБ  — биссектриса, отрезок СБ на 3 см меньше 
отрезка В Б . Найдите биссектрису АБ.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ В Ш

472. На рисунке 271 АВ = ВС, АМ  = КС,
ААКЕ = АРМС. Докажите, что треуголь­
ник РВЕ  равнобедренный.

473. Через вершины А и В треугольника АВС 
проведены прямые, перпендикулярные 
биссектрисе угла АСВ и пересекающие 
прямые ВС и АС в точках М  и К  соот­
ветственно. Найдите периметр треуголь­
ника АВС, если АС > ВС, СМ = 6 см,
В К  = 2 см, АВ = 7 см.

474. На рисунке 272 ВС || АБ, луч СА — бис­
сектриса угла ВСБ, АБ = 9 см, АС = 8 см.
Найдите периметр треугольника САБ.

НАБЛЮ ДАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
Л в в Г  КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

Рис. 271

В С

Рис. 272

475. Разрежьте треугольник на четыре части так, чтобы, 
перевернув три из них, можно было бы снова сложить 
треугольник, равный данному.
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ЗАДАНИЕ № 3 «ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ» В ТЕСТОВОЙ ФОРМЕ

1. Какое из следующих утверждений верно?
A) Если два отрезка не имеют общих точек, то они парал­

лельны.
Б) Если два луча не имеют общих точек, то они парал­

лельны.
B) Если луч и отрезок не имеют общих точек, то они па­

раллельны.
Г) Если две прямые не имеют общих точек, то они парал­

лельны.
2. Какое из следующих утверждений верно?

A) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про­
ходит только один отрезок, параллельный этой прямой.

Б) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про­
ходит только один луч, параллельный этой прямой.

B) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про­
ходит бесконечно много прямых, не параллельных этой 
прямой.

Г) Через точку, не принадлежащую данной прямой, про­
ходят только две прямые, параллельные этой прямой.

3. Какое из следующих утверждений неверно?
A) Если а  || Ъ и Ь || с, то а || с.
Б) Если а 1  Ъ и Ь 1  с, то а || с.
B) Если а  ±  Ь и Ь 1  с, то а ±  с.
Г) Если а  || Ь и с _1_ Ь, то с ±  а.

4. На каком из рисунков прямые а и Ь параллельны?

5. Какое из следующих утверждений неверно?
А) Если сумма углов одной пары накрест лежащих углов 

равна сумме углов другой пары, то прямые не парал­
лельны.

А) Б) В) Г)
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Б) Если накрест лежащие углы не равны, то прямые не 
параллельны.

В) Если сумма односторонних углов не равна 180°, то 
прямые не параллельны.

Г) Если соответственные углы не равны, то прямые не 
параллельны.

6. Сколько внешних углов у треугольника?
А) 3; Б) 6; В) 4; Г) 9.

7. Чему равна сумма внешних углов треугольника, взятых 
по одному при каждой вершине?
А) 180°; Б) 300°; В) 360°; Г) 100°.

8. В треугольнике АВС биссектрисы углов А и С пересекаются 
в точке О. Какое из следующих равенств верно?

А) ААОС = 9 0 ° - - АВ; В) /АОС = 90° + -  АВ;
2 2

Б) ААОС = 90° -  АВ; Г) ZAOC = 90° + АВ.
9. В треугольнике АВС высоты, проведенные из вершин

А и С, пересекаются в точке О. Какое из следующих ра­
венств верно?
А) ААОС = 90° -  АВ; В) ААОС = 90° + АВ;

Б) ААОС = 180° -  АВ; Г) ААОС = 1 8 0 ° - -  АВ.
2

10. Какое из следующих утверждений верно?
A) Если две стороны одного прямоугольного треуголь­

ника равны двум сторонам другого прямоугольного 
треугольника, то такие треугольники равны.

Б) Если катет и острый угол одного прямоугольного 
треугольника равны катету и острому углу другого 
прямоугольного треугольника, то такие треугольники 
равны.

B) Если гипотенуза и два угла одного прямоугольного 
треугольника равны гипотенузе и двум углам другого 
прямоугольного треугольника, то такие треугольники 
равны.

Г) Если сторона и два угла одного прямоугольного тре­
угольника равны стороне и двум углам другого прямо­
угольного треугольника, то такие треугольники равны.



11. В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°, ZБ = 60°. 
Какое из следующих утверждений неверно?

А) СВ = ~АВ; В) СВ = -АС\
2 2

Б) АС = -А В ; Г) АС = -С В .
2 2
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ГЛАВНОЕ В ПАРАГРАФЕ 3

Параллельные прямые
Две прямые называют параллельными, если они не пере­
секаются.

Основное свойство параллельных прямых (аксиома парал­
лельности прямых)

Через точку, не лежащую на данной прямой, проходит 
только одна прямая, параллельная данной.

Признаки параллельности двух прямых
• Две прямые, перпендикулярные третьей прямой, парал­

лельны.
• Если две прямые параллельны третьей прямой, то они 

параллельны.
• Если накрест лежащие углы, образующиеся при пересе­

чении двух прямых секущей, равны, то прямые парал­
лельны.

• Если сумма односторонних углов, образующихся при 
пересечении двух прямых секущей, равна 180°, то пря­
мые параллельны.

• Если соответственные углы, образующиеся при пересе­
чении двух прямых секущей, равны, то прямые парал­
лельны.

Свойства параллельных прямых
Если две параллельные прямые пересечены секущей, то:

• углы, образующие пару накрест лежащих углов, равны;
• углы, образующие пару соответственных углов, равны;
• сумма углов, образующих пару односторонних углов, 

равна 180°.



Расстояние между параллельными прямыми
Расстоянием между двумя параллельными прямыми на­
зывают расстояние от любой точки одной из прямых до 
другой прямой.

Сумма углов треугольника
Сумма углов треугольника равна 180°.

Внешний угол треугольника
Внешним углом треугольника называют угол, смежный 
с углом этого треугольника.
Внешний угол треугольника равен сумме двух углов 
треугольника, не смежных с ним.
Внешний угол треугольника больше каждого из углов 
треугольника, не смежных с ним.

Неравенство треугольника
Каждая сторона треугольника меньше суммы двух дру­
гих его сторон.

Сравнение сторон и углов треугольника
В треугольнике против большей стороны лежит больший 
угол, и наоборот, против большего угла лежит большая 
сторона.

Гипотенуза и катет
Сторону прямоугольного треугольника, противолежащую 
прямому углу, называют гипотенузой, а стороны, при­
лежащие к прямому углу, — катетами.

Признаки равенства прямоугольных треугольников
• По гипотенузе и катету, если гипотенуза и катет одного 

прямоугольного треугольника соответственно равны ги­
потенузе и катету другого, то такие треугольники равны.

• П о двум кат ет ам : если катеты одного прямоугольного 
треугольника соответственно равны катетам другого, то 
такие треугольники равны.

• П о катету и прилежащему острому углу: если катет 
и прилежащий к нему острый угол одного прямоугольно­
го треугольника соответственно равны катету и прилежа­
щему к нему острому углу другого, то такие треугольники 
равны.

! \ / '

7 \  Главное в параграфе 3 147



148 § 3. Параллельные прямые. Сумма углов треугольника

• П о катету и противолежащему острому углу: если 
катет и противолежащий ему острый угол одного пря­
моугольного треугольника соответственно равны катету 
и противолежащему ему острому углу другого, то такие 
треугольники равны.

• П о гипотенузе и острому углу: если гипотенуза и острый 
угол одного прямоугольного треугольника соответствен­
но равны гипотенузе и острому углу другого, то такие 
треугольники равны.

Свойства прямоугольного треугольника
• Гипотенуза больше катета.
• Катет, лежащий против угла, величина которого рав­

на 30°, равен половине гипотенузы.
• Если катет равен половине гипотенузы, то угол, лежащий 

против этого катета, равен 30°.



ОКРУЖНОСТЬ И КРУГ

В этом параграфе вы познакомитесь со свойствами 
окружности, с понятием геометрического места 
точек. Узнаете, что в любой треугольник можно 
вписать окружность и около любого треугольника 
можно описать окружность.
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Любое множество точек — это геометрическая фигура. 
Изобразить произвольную фигуру легко: все, что нарисуе­
те, — это геометрическая фигура (рис. 273). Однако изучать 
фигуры, состоящие из хаотически расположенных точек, вряд 
ли целесообразно. Поэтому есть смысл выделить тот класс 
фигур, все точки которых обладают каким-то характерным 
свойством. Каждую из таких фигур называют геометриче­
ским местом точек.

19. Геометрическое место точек. Окружность и круг

Рис. 273

Опреде ле ние .  Г е о м е т р и ч е с к и м  м е с т о м  т оч е к  
называют множество всех точек, обладающих опре­

деленным свойством.
Образно ГМТ можно представить так: задают некоторое 

свойство, а потом на белой плоскости все точки, обладающие 
этим свойством, красят в красный цвет. Полученная при этом 
«красная фигура» и будет ГМТ.

Например, отметим две точки А и В. Для всех точек за­
дадим свойство: одновременно принадлежать лучам АВ и ВА.
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Ясно, что указанным свойством обладают все точки отрез­
ка АВ и только они (рис. 274). Поэтому отрезок АВ является 
ГМТ, обладающих указанным свойством.

Рассмотрим перпендикулярные прямые а и Ъ. Для всех 
точек зададим свойство: принадлежать прямой Ъ и нахо­
диться на расстоянии 1 см от прямой а. Очевидно, что точ­
ки А и В (рис. 275) удовлетворяют этим условиям. Также 
понятно, что никакая другая точка, отличная от А и В , этим 
свойством не обладает. Следовательно, искомое ГМТ — это 
фигура, состоящая из двух точек А и В (рис. 275).

ъ<Vа
У1 см

а г 1
1 см <

Рис. 274 Рис. 275

Чтобы какое-то множество точек можно было называть 
геометрическим местом точек, обладающих некоторым свой­
ством, надо доказать две взаимно обратные теоремы:

1) п ря ма я  теорема: каж дая точка данного множества 
обладает  заданным  свойством;

2) обратная  теорема: если точка обладает  заданным  
свойством, то она принадлежит данному множеству.

Т еор ем і  Серединный перпендикуляр отрезка
является геометрическим местом точек, равноудаленных 
от концов этого отрезка.

Прямая і е о р е -VI а. Каждая точка серединного перпен­
дикуляра отрезка равноудалена от его концов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © По теореме 8.2 каждая точка се­
рединного перпендикуляра обладает заданным свойством.

О бр атная  теорема.  Если точка равноудалена от 
концов отрезка, то она принадлежит серединному пер­
пендикуляру этого отрезка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  © По теореме 11.2, если точка 
обладает этим свойством, то она принадлежит серединному 
перпендикуляру. А

Теор ем а 19.2. Биссектриса угла является геометри­
ческим местом точек, принадлежащих углу и равноуда­
ленных от его сторон.

П рямая теорема. Каждая точка биссектрисы угла 
равноудалена от его сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Очевидно, что вершина угла об­
ладает доказываемым свойством.

Рассмотрим произвольную точку X, которая не совпадает 
с вершиной угла ЛВС и принадлежит его биссектрисе. Опу­
стим перпендикуляры ХМ  и ХЫ соответственно на сторо­
ны ВА и ВС (рис. 276). Докажем, что ХМ  = Х N.

В прямоугольных треугольниках ВХМ  и ВХИ  гипотену­
за ВХ  — общая, /.М ВХ  = АЫВХ, так как ВХ  — биссектриса 
угла АВС. Следовательно, треугольники ВХМ  и ВХЫ равны 
по гипотенузе и острому углу. Отсюда ХМ  = ХЫ. А

Обратная теорема. Если точка, принадлежащая углу, 
равноудалена от его сторон, то она лежит на биссектрисе 
этого угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  © Очевидно, что вершина угла об­
ладает доказываемым свойством.

Рассмотрим произвольную точку X , принадлежащую 
углу АВС, которая не совпадает с его вершиной и равноуда­
лена от его сторон (рис. 276). Опустим перпендикуляры ХМ

и ХЫ соответственно на стороны ВА 
и ВС. Надо доказать, что АМВХ = 
= АЫВХ.

В прямоугольных треугольни­
ках ВХМ  и ВХИ  гипотенуза ВХ  — 
общая, отрезки ХМ  и ХЫ равны по 
условию. Следовательно, треугольни­
ки ВХМ  и ВХЫ равны по гипотенузе 

Рис. 276 и катету_ Отсюда ZМ ВХ = АЫВХ. А
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Рис. 277 Рис. 278

Заметим, что доказательство теоремы будет полным, если 
показать, что равноудаленность точки угла от его сторон ис­
ключает возможность, когда одна из точек М  или N  принад­
лежит продолжению стороны угла (рис. 277). Исследовать эту 
ситуацию вы можете на занятии математического кружка.

Также отметим, что доказанная теорема справедлива и для 
развернутого угла.

Определение.  Окружностью называют геометриче­
ское место точек, расстояния от которых до заданной точки 
равны данному положительному числу.

Заданную точку называют центром окружности. На ри­
сунке 278 точка О — центр окружности.

Любой отрезок, соединяющий точку окружности с ее 
центром, называют радиусом окружности. Длину этого от­
резка также принято называть радиусом. На рисунке 278 
отрезок ОХ — радиус. Из определения следует, что все ра­
диусы одной окружности равны.

Отрезок, соединяющий две точки окружности, называют 
хордой окружности. На рисунке 278 отрезки АВ и В Б  — 
хорды. Хорду, проходящую через центр окружности, назы­
вают диаметром. На рисунке 278 отрезок В Б  — диаметр 
окружности. Очевидно, что В Б  = 2ОХ, то есть диаметр окруж­
ности в два раза больше ее радиуса.

Из курса математики 6 класса вы знаете, что фигуру, 
ограниченную окружностью, называют кругом (рис. 279). 
Теперь определение круга можно сформулировать с помощью 
понятия ГМТ.
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О и ределен ие. К . называют геометрическое место
точек, расстояния от которых до заданной точки не больше 
данного положительного числа.

Заданную точку называют центром круга. Радиус окруж­
ности, ограничивающей круг, называют радиусом круга.

Если X  — произвольная точка круга с центром О и ра­
диусом Д, то ОХ < Я  (рис. 279). Если ОХ < И, то говорят, 
что точка X  лежит внутри окружности, ограничивающей 
данный круг. Точка У кругу не принадлежит (рис. 279). 
В этом случае говорят, что точка У лежит вне окружности, 
ограничивающей круг.

Из определения круга следует, что окружность, ограни­
чивающая круг, ему принадлежит.

Хорда и диаметр круга — это хорда и диаметр окруж­
ности, ограничивающей круг.

З ад ач а . На продолжении хорды CD окружности с цен­
тром О за точку D отметили точку Е  такую, что отрезок DE 
равен радиусу окружности. Прямая ОЕ пересекает данную 
окружность в точках А и Б (рис. 280). Докажите, что 
ZAOC = 3 ZCEO.

Р еш ен и е .  Пусть ZCEO = а.
Поскольку треугольник ODE равнобедренный, то ZDOE = 

= ZCEO = а .
Угол ODC — внешний угол треугольника ODE. Тогда 

ZODC = ZDOE + ZCEO = 2а.
Так как .треугольник COD равнобедренный, то ZOCD = 

= ZODC = 2а.
Угол АОС — внешний угол треугольника СОЕ. Тогда 

Z АОС = ZOCD + ZCEO = 2а + а = За, то есть ZAOC = 3ZCEO.m



19. Геометрическое место точек. Окружность и круг 1 55

1. Какое множество точек называют геометрическим местом 
точек?

2. Какие две теоремы надо доказать, чтобы некоторое мно­
жество точек можно было назвать ГМТ, обладающих 
некоторым свойством?

3. Какая фигура является геометрическим местом точек, 
равноудаленных от концов отрезка?

4. Какая фигура является геометрическим местом точек, 
принадлежащих углу и равноудаленных от его сторон?

5. Что называют окружностью?
6. Что называют радиусом окружности?
7. Что называют хордой окружности?
8 . Что называют диаметром окружности?
9. Как связаны между собой диаметр и радиус окружности?

10. Что называют кругом?
11. Принадлежит ли окружности ее центр?
12. Принадлежит ли кругу его центр?
13. Какое неравенство выполняется для любой точки А, при­

надлежащей кругу с центром О и радиусом И?

14. Какое неравенство выполняется для любой точки В, 

не принадлежащей кругу с центром О и радиусом Я?

АКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ Н Н И Я Н К  I

476.° Начертите окружность с центром О и радиусом 3,5 см. 
Отметьте на этом рисунке какие-нибудь:
1) точки А и В  такие, что ОА < 3,5 см, ОВ < 3,5 см;
2) точки С и I) такие, что ОС = 3,5 см, ОБ = 3,5 см;
3) точки Е  и Т такие, что ОЕ > 3,5 см, ОР > 3,5 см.

477.° Начертите отрезок АВ, длина которого равна 3 см. Най­
дите точку, удаленную от каждого из концов отрезка АВ 
на 2 см. Сколько существует таких точек?

478 Начертите отрезок СВ, длина которого равна 4 см. 
Найдите точку, удаленную от точки С на 2,5 см, а от 
точки В  — на 3,5 см. Сколько существует таких точек?
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479." Начертите окружность, диаметр которой равен 7 см. 
Отметьте на окружности точку А. Найдите на окруж­
ности точки, удаленные от точки А на 4 см.

УПРАЖНЕНИЯ

480.° На рисунке 281 изображена окружность с центром В. 
Укажите радиус, хорду и диаметр окружности. Сколько 
изображено на рисунке радиусов? хорд?

Рис. 282 Рис. 283

481.°

482.°

483.°

484.°

485.°

486.°

487.°

Хорды АВ  и С-О окружности с центром О равны. До­
кажите, что ZAOB = ZCOD.
На рисунке 282 точка О — центр окружности, ZCO^) = 
= АМОК. Докажите, что хорды С1) и М К  равны. 
Отрезки АВ и СБ — диаметры окружности. Докажите, 
что А ВАС = ZCD£.
Отрезки М К  и ЕР  — диаметры окружности с цен­
тром О, М К  = 12 см, МЕ  = 10 см. Найдите периметр 
треугольника РОК.
Отрезки АС и АВ — соответственно диаметр и хорда 
окружности с центром О, АВАС = 26° (рис. 283). Най­
дите угол ВОС.
Отрезки МР и М К  — соответственно хорда 
и диаметр окружности с центром О, АРОК =
= 84° (рис. 284). Найдите угол МРО.
Отрезки АВ и АС — соответственно диа­
метр и хорда окружности, хорда АС рав­
на радиусу этой окружности. Найдите 
угол ВАС. Рис. 284
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Отрезок СБ — диаметр окружности с центром О. На 
окружности отметили точку Е  так, что ZCO£ = 90°. 
Докажите, что СЕ = БЕ.

489.° Чему равен диаметр окружности, если известно, что он 
на 4 см больше радиуса данной окружности?

190.° Отрезки АВ и СБ  — диаметры окружности. Докажите, 
что АС II ВБ.

491.' Хорда пересекает диаметр окружности под углом 30° 
и делит его на отрезки длиной 4 см и 10 см. Найдите 
расстояние от центра окружности до этой хорды. 
Хорда С Б  пересекает диаметр АВ в точке М, СЕ _1_ АВ, 
Б Р 1 А В , ААМС = 60°, МЕ = 18 см, МХ’ = 12 см (рис. 285). 
Найдите хорду СБ.

493." Найдите геометрическое место цен- с
тров окружностей данного радиуса, 
проходящих через данную точку.

494 Найдите геометрическое место цен- д  
тров окружностей, проходящих че­
рез две данные точки.

495.” Найдите геометрическое место то­
чек, равноудаленных от двух дан- Рис. 285
ных пересекающихся прямых.
Найдите геометрическое место вершин равнобедренных 
треугольников, имеющих общее основание.

497.” Найдите геометрическое место точек, равноудаленных 
от двух параллельных прямых.

498.” Найдите геометрическое место точек, удаленных от 
данной прямой на заданное расстояние.

О тт 499." Отрезок АВ — диаметр окружности, М  — произ­
вольная точка окружности, отличная от точек А я В. 
Докажите, что ZАМВ = 90°.

500.* Даны точки А и Б. Найдите геометрическое место то­
чек X  таких, что АХ > ВХ.

501 Даны точки А ж В. Найдите геометрическое место то­
чек X  таких, что АХ > АВ.
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УПРАЖНЕНИЙ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

502. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС 
проведены биссектрисы АО и СЕ. Докажите, что АЕ = АО.

503. Из точки О через точки А, В  я С проведены лучи ОА, 
ОВ и ОС. Известно, что ОА = ОВ -О С, ААОВ = 80°, 
ZBOC = 110°, ААОС = 170°. Найдите углы треугольни­
ка АВС.

504. На стороне АВ треугольника АВС отметили точку М  
так, что ВМ  = СМ, луч М К  — биссектриса угла АМС. 
Докажите, что М К  | ВС.

505. В остроугольном треугольнике один из внешних углов 
равен 160°. Найдите угол между прямыми, на которых 
лежат высоты, проведенные из двух других вершин 
треугольника.

506. На рисунке 286 прямоугольник АВС!) составлен из 
квадратов. Найдите сторону самого большого квадрата, 
если сторона самого маленького квадрата равна 1.

А В

£ С

Рис. 286
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] о р е м а Д иам ет р окружност и, перпендикуляр­
ный хорде, делит  эту хорду пополам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если хорда яв­
ляется диаметром, то заключение теоремы 
очевидно.

На рисунке 287 изображена окружность 
с центром О, М  — точка пересечения диаме­
тра С1) и хорды АВ, отличной от диаметра 
окружности, СО 1  АВ. Докажем, что АМ  = МВ.

Проведем радиусы О А  и ОВ. В равно- £>
бедренном треугольнике АОВ (ОА = ОВ) от­
резок ОМ — высота, а значит, и медиана, 
то есть АМ  =  МВ. А

Теорема  20 Д иам ет р окруж ност и, делящ ий хорду , 
от личную от диам ет ра, пополам , перпендикулярен этой 
хорде.

Докажите эту теорему самостоятельно. Подумайте, будет 
ли верным это утверждение, если хорда является диаметром 
окружности.

На рисунке 288 показаны все возможные случаи взаимно­
го расположения прямой и окружности: они не имеют общих 
точек (рис. 288, а), имеют две общие точки (рис. 288, б), 
имеют одну общую точку (рис.. 288, в).

С) !! р е д е .] Прямую, имеющую с окружностью только
одну общую точку, называют к окружности.

На рисунке 288, в прямая а  — касательная к окружности 
с центром в точке О, А — точка касания.

20. Свойства окружности. Касательная к окружности 1 59

а б в

Рис. 288
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X

Рис. 289 Рис. 291
В

Рис. 290

Касательная к окружности имеет только одну общую 
точку с кругом, ограниченным этой окружностью. Также 
говорят, что эта прямая является касательной к кругу, 
ограниченному данной окружностью. Так, на рисунке 289 
прямая а — касательная к кругу с центром в точке О.

Если отрезок (луч) принадлежит касательной к окруж­
ности и имеет с этой окружностью общую точку, то говорят, 
что отрезок (луч) касает ся  окружности. Например, на ри­
сунке 290 изображен отрезок АВ, который касается окруж­
ности в точке С.

Теорема 20.3 (свойство касательной).  Касательная 
к окружности перпендикулярна радиусу, проведенному 
в точку касания.

Д о к а з а т е л ь с т в о . © На рисунке 291 изображена окруж­
ность с центром О, А — точка касания прямой а  и окруж­
ности. Надо доказать, что О А _1_ а.

Предположим, что это не так, то есть отрезок О А — на­
клонная к прямой а. Тогда из точки О опустим перпендику­
ляр ОМ на прямую а  (рис. 292). Поскольку точка А — един­

ственная общая точка прямой а и круга 
с центром О, ограниченного этой окруж­
ностью, то точка М  не принадлежит 
этому кругу. Отсюда ОМ = МВ + ОВ, где 
В  — точка пересечения окружности и 
перпендикуляра ОМ. Отрезки ОА и ОВ 
равны как радиусы окружности. Таким 
образом, ОМ > ОА. Получили противо­
речие: перпендикуляр ОМ больше на- 

Рис. 292 клонной ОА. Следовательно, ОА _1_ а.
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Т ео р ем а  20.4 (признак к а с а т е л ь н о й  к окружно­
сти). Если прямая, проходящая через точку окружности, 
перпендикулярна радиусу, проведенному в эту точку, то 
эта прямая являет ся касательной к данной окружности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На рисунке 291 изображена окруж­
ность с центром в точке О, отрезок О А  — ее радиус, точка А 
принадлежит прямой а, О А ±  а. Докажем, что прямая а — 
касательная к окружности.

Пусть прямая а не является касательной, а имеет еще одну 
общую точку В  с окружностью (рис. 293). Тогда отрезки ОА 
и О В  равны как радиусы, следовательно, треугольник АО В 
равнобедренный. Отсюда ZОБА -  ZQAБ = 90°. Получаем 
противоречие: в треугольнике АОВ есть два прямых угла. Сле­
довательно, прямая а является касательной к окружности. А

С ледствие Если расстояние от центра окружности 
до некоторой прямой равно радиусу окружности, то эта 
прямая являет ся касательной к данной окружности.

Докажите это следствие самостоятельно.
Отт Задача .  Докажите, что если через данную точку 

к окружности проведены две касательные, то отрезки каса­
тельных, соединяющих данную точку с точками касания, 
равны.

Р еш ен и е .  На рисунке 294 изображена окружность с цен­
тром О. Прямые АВ и АС — касательные, В и С — точки 
касания. Надо доказать, что АВ = АС.

Проведем радиусы ОБ и ОС в точки касания. По свойству 
касательной (теорема 20.3) ОВ 1  АВ и ОС _1_ АС. В прямо­
угольных треугольниках АОВ и АОС катеты ОБ и ОС равны
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как радиусы одной окружности, АО — общая гипотенуза. 
Следовательно, треугольники АОВ и АОС равны по гипоте­
нузе и катету. Отсюда АВ = АС. О

1. Как делит хорду перпендикулярный ей диаметр?

2. Чему равен угол между хордой, отличной от диаметра, 
и диаметром, делящим эту хорду пополам?

В. Опишите все возможные случаи взаимного расположения 
прямой и окружности.

4. Какую прямую называют касательной к окружности?

5. Каким свойством обладает радиус, проведенный в точку 
касания прямой и окружности?

6. Сформулируйте признак касательной к окружности.

7. Каким свойством обладают касательные, проведенные 
к окружности через одну точку?

I/'  к! 
7*===Ч» ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

507.° Начертите окружность с центром О, проведите хор­
ду АВ. Пользуясь угольником, разделите эту хорду 
пополам.

508.' Начертите окружность с центром О, проведите хор­
ду СО. Пользуясь линейкой со шкалой, проведите диа­
метр, перпендикулярный хорде СО.

509.° Начертите окружность, отметьте на ней точки А и В. 
Пользуясь линейкой и угольником, проведите прямые, 
которые касаются окружности в точках А и В.

510 Проведите прямую а  и отметьте на ней точку М. Поль­
зуясь угольником, линейкой и циркулем, постройте 
окружность радиуса 3 см, которая касается прямой а 
в точке М. Сколько таких окружностей можно по­
строить?
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УПРАЖНЕНИЯ

511.  На рисунке 295 точка О — центр окружности, диа­
метр СВ перпендикулярен хорде АВ. Докажите, что 
А АСЮ = Z£OD.

О-тг 512.° Докажите, что равные хорды окружности равно­
удалены от ее центра.

О-тг 513.  Докажите, что если хорды окружности равноуда­
лены от ее центра, то они равны.

514.° Можно ли утверждать, что прямая, перпендикулярная 
радиусу окружности, касается этой окружности?

515.° Прямая С2) касается окружности с центром О в точке А, 
отрезок АВ — хорда окружности, ZBAD = 35° (рис. 296). 
Найдите угол АОВ.

516.° Прямая СБ касается окружности с центром О в точке А, 
отрезок АВ — хорда окружности, А АОВ = 80° (рис. 296). 
Найдите угол ВАС.

517.° Дана окружность, диаметр которой равен 6 см. Пря­
мая а  удалена от ее центра: 1) на 2 см; 2) на 3 см;
3) на 6 см. В каком случае прямая а  является касатель­
ной к окружности?

518.° В треугольнике АВС известно, что ZC = 90°. Докажите, 
что:
1) прямая ВС является касательной к окружности 

с центром А, проходящей через точку С;
2) прямая АВ не является касательной к окружности 

с центром С, проходящей через точку А.

Л

С

в
в

с А Б

Рис. 295 Рис. 296
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О тг 519.* Докажите, что диаметр окружности больше любой 
хорды, отличной от диаметра.

520/ В окружности с центром О через середину радиуса про­
вели перпендикулярную ему хорду АВ. Докажите, что 
ZAOB = 120°.

521/ Найдите угол между радиусами ОА и ОВ окружности, 
если расстояние от центра О окружности до хорды АВ 
в 2 раза меньше: 1) длины хорды АВ; 2) радиуса окруж­
ности.

522/ В окружности провели диаметр АВ и хорды АС и СВ 
так, что АС = 12 см, АВАС = 30°, АВ І. СВ. Найдите 
длину хорды СВ.

523/ Через точку М  к окружности с центром О провели ка­
сательные МА и М В, А и В — точки касания, ZOAB = 
= 20°. Найдите угол АМВ.

524/ Через концы хорды АВ, равной радиусу окружности, 
провели две касательные, пересекающиеся в точке С. 
Найдите угол АСВ.

525/ Через точку С окружности с центром О провели каса­
тельную к этой окружности, АВ — диаметр окружно­
сти. Из точки А на касательную опущен перпендику­
ляр АО. Докажите, что луч АС — биссектриса угла ВАВ.

526/ Прямая АС касается окружности с центром О в точке А 
(рис. 297). Докажите, что угол ВАС в 2 раза меньше 
угла АОВ.

527/ Отрезки АВ и ВС — соответственно хорда и диаметр 
окружности, /А В С  = 30°. Через точку А провели каса­
тельную к окружности, пересекающую прямую ВС в точ­
ке Б. Докажите, что треугольник АВВ  равнобедренный.

Рис. 297 Рис. 298



528.“ Известно, что диаметр АВ делит хорду СВ пополам, 
но не перпендикулярен ей. Докажите, что СВ также 
является диаметром.

529.” Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются данной прямой в данной точке.

530.” Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются обеих сторон данного угла.

531.” Найдите геометрическое место центров окружностей, 
которые касаются данной прямой.

532.” Прямые, касающиеся окружности с центром О в точ­
ках А и В, пересекаются в точке К , ААКВ  = 120°. Дока­
жите, что АК + В К  = ОК.

О-пг 533.” Окружность касается стороны АВ треугольни­
ка АВС в точке М  и касается продолжений двух других 
сторон. Докажите, что сумма длин отрезков ВС и ВМ  
равна половине периметра треугольника АВС.

534.’ Через точку С проведены касательные АС и ВС к окруж­
ности, А и В — точки касания (рис. 298). На окружности 
взяли произвольную точку М, лежащую в одной полу­
плоскости с точкой С относительно прямой АВ, и через 
нее провели касательную к окружности, пересекаю­
щую прямые АС и ВС в точках В  и Е  соответственно. 
Докажите, что периметр треугольника ВВС не зависит 
от выбора точки М.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

535. Докажите, что середина М  отрезка, концы которого 
принадлежат двум параллельным прямым, является 
серединой любого отрезка, который проходит через 
точку М  и концы которого принадлежат этим прямым.

536. Отрезки АВ и СВ лежат на одной прямой и имеют общую 
середину. Точку М  выбрали так, что треугольник АМВ 
равнобедренный с основанием АВ. Докажите, что тре­
угольник СМВ также равнобедренный с основанием СВ.

20. Свойства окружности. Касательная к окружности 1 65
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537.

538.

На стороне М К  треугольника М РК  отметили точки Е 
и ^ так, что точка Е  лежит между точками М  и І7, 
М Е  = ЕР, РР  = РК. Найдите угол М, если /.ЕР Р  = 92°, 
АК = 26°.
В остроугольном треугольнике АВС проведена биссек­
триса ВМ . Из точки М  на сторону ВС опущен перпен­
дикуляр М К. Оказалось, что /.А ВМ  = АКМС. Докажи­
те, что треугольник АВС равнобедренный.

НАБЛЮДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

539. Установите закономерность форм фигур, изображенных 
на рисунке 299. Какую фигуру надо поставить следующей?

Рис. 299

21. Описанная и вписанная окружности треугольника

О пределение. Окружность называют описанной око­
ло треугольника, если она проходит через все его вершины.

На рисунке 300 изображена окруж­
ность, описанная около треугольника. 
В этом случае также говорят, что тре­
угольник вписан в окружность.

На рисунке 300 точка О — центр 
окружности, описанной около треуголь­
ника АВС . Отрезки ОА, ОВ  и ОС — ра­
диусы этой окружности, поэтому ОА  = 
= ОВ = ОС. Следовательно, центр описан­
ной окружност и треугольника равноуда- 

Рис. 300 лен от всех его вершин.



Т е о р ем а  Около лю бого  т реугольн и ка м ож но
описат ь окруж ност ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства достаточно 
показать, что для любого треугольника АВС существует 
точка О, равноудаленная от всех его вершин. Тогда точка О 
будет центром описанной окружности, а отрезки ОА, ОВ 
и ОС — ее радиусами.

На рисунке 301 изображен произвольный треугольник АВС. 
Проведем серединные перпендикуляры к ж I сторон АВ и АС 
соответственно. Пусть О — точка пересечения этих прямых. 
Поскольку точка О принадлежит серединному перпендикуля­
ру к, то О А -О В. Поскольку точка О принадлежит середин­
ному перпендикуляру I, то ОА = ОС. Значит, ОА = ОВ = ОС, 
то есть точка О равноудалена от всех вершин треугольника.

Заметим, что около треугольника можно описать толь­
ко одну окружность. Это следует из того, что серединные 
перпендикуляры к и I (рис. 301) имеют только одну точку 
пересечения. Следовательно, существует только одна точка, 
равноудаленная от всех вершин треугольника.

С л е д с т Три серединных перпендикуляра сторон
т реугольника пересекаю т ся в одной точке.

Ц ент р окруж ност и, описанной около  
т реугольника, — это т очка пересечения серединны х пер­
пендикуляров ст орон т реугольника.

Окружность называют 
в треугольник, если она касается всех его сторон.

На рисунке 302 изображена окружность, вписанная 
в треугольник. В этом случае также говорят, что треугольник 
описан около окружности.

В
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Рис. 301 Рис. 302



На рисунке 302 точка О — центр окружности, вписанной 
в треугольник АВС, отрезки ОМ, ОЫ, ОР — радиусы, про­
веденные в точки касания, ОМ _1_ АВ, ОЫ ± ВС, ОР 1. АС. 
Поскольку ОМ = (Ж  = ОР, то центр вписанной окружности  
треугольника равноудален от всех его сторон.

Т еор ем а 21.2. В любой треугольник можно вписать 
окружность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  0  На рисунке 303 изображен про­
извольный треугольник АВС. Проведем биссектрисы уг­
лов А к В , отметим точку О их пересечения. Из точки О

опустим перпендикуляры ОМ, ОЫ и ОР 
В соответственно на стороны А В, ВС

и СА треугольника АВС. Поскольку точ­
ка О принадлежит биссектрисе угла А, 
то по теореме о биссектрисе угла (тео­
рема 19.2) получаем, что ОМ = ОР. 
Аналогично, так как точка О принад- 

Рис. 303 лежит биссектрисе угла В, то ОМ =
= ОЫ. Пусть ОМ = г. Тогда ОМ = ОЫ = 
= ОР = г. Следовательно, точка О уда­

лена от каждой стороны треугольника АВС на одно и то же 
расстояние г. Тогда в силу следствия из признака касательной 
к окружности (следствие из теоремы 20.4) точка О является 
центром окружности радиуса г, которая касается сторон АВ, 
ВС и СА. А

Заметим, что в треугольник можно вписать только одну 
окружность. Это следует из того, что биссектрисы углов А 
и В  (рис. 303) пересекаются только в одной точке. Следова­
тельно, существует только одна точка, равноудаленная от 
сторон треугольника.

С ледствие 1 Биссектрисы углов треугольника пере­
секаются в одной точке.

168 § 4. Окружность и круг

С ледствие 2 Центр окружности, вписанной в тре­
угольник, — это точка пересечения биссектрис треуголь­
ника.
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О -п З ад ач а . Докажите, что радиус окружности, впи­
санной в прямоугольный треугольник, определяют по фор-

а + Ъ-смуле г = --------- , где г — радиус вписаннои окружности,
2

а и Ь — катеты, с — гипотенуза.
Р еш ен и е , В треугольнике АВС имеем: X АСВ = 90°, ВС = а, 

АС = Ъ, АВ = с, точка О — центр вписанной окружности, 
М, Е  и К  — точки касания вписанной окружности со сторо­
нами ВС, АС и АВ соответственно (рис. 304).

Отрезок ОМ — радиус окружности, проведенный в точку 
касания. Тогда ОМ 1  ВС.

Так как точка О — центр вписанной окружности, то 
луч СО — биссектриса угла АСВ, следовательно, АОСМ = 45°. 
Тогда треугольник СМО равнобедренный прямоугольный. 
Отсюда СМ = ОМ = г.

Используя свойство отрезков касатель­
ных, проведенных к окружности через 
одну точку, получаем: СЕ = СМ. Посколь­
ку СМ = г, то СЕ = г. Тогда АК = АЕ = Ь -г ;
В К  = ВМ  = а - г .

Так как АК + В К  = АВ, то Ъ -г + а - г  = с.
„ „ , а+Ъ -сОтсюда 2г = а  + Ь -с , г = --------- .

А

?  г

2.

3.
4.

5.
6.

7.
8 .

Какую окружность называют описанной около треуголь­
ника?
Какой треугольник называют вписанным в окружность? 
Около какого треугольника можно описать окружность? 
Какая точка является центром окружности, описанной 
около треугольника?
Какую окружность называют вписанной в треугольник? 
Какой треугольник называют описанным около окруж­
ности?
В какой треугольник можно вписать окружность?
Какая точка является центром окружности, вписанной 
в треугольник?
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ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

540.с

541.

542.с

Начертите разносторонний остроугольный треугольник.
1) Пользуясь линейкой со шкалой и угольником, най­

дите центр окружности, описанной около данного 
треугольника.

2) Опишите около треугольника окружность. 
Выполните задания 1 и 2 для разносторонних прямоу­
гольного и тупоугольного треугольников.
Начертите:
1) равнобедренный остроугольный треугольник;
2) равнобедренный тупоугольный треугольник. 
Выполните задания 1 и 2 из упраж­
нения 540.
Перерисуйте в тетрадь рисунок 305.
Проведите через точки А, В , С 
окружность, пользуясь линейкой со 
шкалой, угольником и циркулем.

543.° Начертите разносторонний тре­
угольник. Рис- 305
1) Пользуясь линейкой и транспортиром, найдите центр 

окружности, вписанной в данный треугольник.
2) Пользуясь угольником, найдите точки касания впи­

санной окружности со сторонами треугольника.
3) Впишите в данный треугольник окружность. 
Начертите равнобедренный треугольник. Выполните 
задания 1, 2 и 3 из упражнения 543.

1" г , 1

• !

544.

УПРАЖНЕНИЯ

545.

546 .'

Докажите, что центр описанной окружности равнобед­
ренного треугольника принадлежит прямой, которая 
содержит медиану, проведенную к его основанию. 
Докажите, что центр вписанной окружности равнобед­
ренного треугольника принадлежит высоте, проведен­
ной к его основанию.
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В  В

Рис. 306 Рис. 307

547.° Докажите, что если центр вписанной окружности тре­
угольника принадлежит его высоте, то этот треугольник 
равнобедренный.

548. Докажите, что центр описанной окружности равносто­
роннего треугольника является точкой пересечения его 
биссектрис.

549.° На рисунке 306 в треугольники АВИ и СБ1) вписаны 
окружности с центрами 0 } и 0 2 соответственно. Дока­
жите, что угол 0 ,0 0 ,  прямой.

550. На рисунке 307 в треугольники АВВ  и СВО вписаны 
окружности с центрами 0 1 и 0 2 соответственно, /Л ВС  = 
= 50°. Найдите угол 0 ХВ 0 2.

551.° Через центр О окружности, описанной около треуголь­
ника АВС, провели прямую, перпендикулярную сторо­
не АС и пересекающую сторону АВ в точке М. Дока­
жите, что АМ = МС.

552.° Окружность, вписанная в треугольник АВС (рис. 308), 
касается его сторон в точках М, К  и Е, В К  = 2 см, КС = 
= 4 см, АМ  = 8 см. Найдите периметр треугольника АВС.

553.' Окружность, вписанная в треугольник АВС (рис. 308), 
касается его сторон в точках М, К  ж Е,
АВ = 13 см, ВС = 8 см, В К  = 3 см. Най­
дите сторону АС.

554.* Докажите, что если центр окружности, 
описанной около треугольника, при­
надлежит его высоте, то этот треуголь- ^ 
ник равнобедренный. Рис. 308

Е С
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555. Докажите, что если центр окружности, вписанной 
в треугольник, принадлежит его медиане, то этот тре­
угольник равнобедренный.

О -п 556.’ Докажите, что если центры вписанной и описан­
ной окружностей треугольника совпадают, то этот тре­
угольник равносторонний.

557/ Точка касания вписанной окружности равнобедренного 
треугольника делит его боковую сторону в отношении 7: 5,  
считая от вершины равнобедренного треугольника. Найди­
те стороны треугольника, если его периметр равен 68 см. 
Периметр треугольника АВС, описанного около окруж­
ности, равен 52 см. Точка касания окружности со сто­
роной АВ делит эту сторону в отношении 2 : 3 ,  считая 
от вершины А. Точка касания со стороной ВС удалена 
от вершины С на 6 см. Найдите стороны треугольника.

559/ В треугольник с углами 30°, 70° и 80° вписана окруж­
ность. Найдите углы треугольника, вершины которого 
являются точками касания вписанной окружности со 
сторонами данного треугольника.

560/ Окружность, вписанная в равнобедренный треуголь­
ник АВС, касается его боковых сторон АВ и ВС в точ­
ках М  и N соответственно. Докажите, что МЫ || АС.

О -п 561/ Докажите, что если центр окружности, описанной 
около треугольника, принадлежит его стороне, то этот 
треугольник прямоугольный.

О-тт 562.” В треугольник АВС вписана окружность, касаю­
щаяся стороны АВ в точке М, ВС = а. Докажите, что 
АМ = р - а ,  где р — полупериметр треугольника АВС. 
К окружности, вписанной в равносторонний треуголь­
ник со стороной а, провели касательную, пересекающую 
две стороны треугольника. Найдите периметр треуголь­
ника, который эта касательная отсекает от данного.

564/ В равнобедренный треугольник АВС (АВ = ВС) с осно­
ванием 10 см вписана окружность. К этой окружности 
проведены три касательные, отсекающие от данного 
треугольника треугольники А ВК, ВЕР  и СМЫ. Сумма 
периметров этих треугольников равна 42 см. Чему равна 
боковая сторона данного треугольника?
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В

Рис. 309

565.*

566.*

567.*

В треугольнике АВС отрезок БХ) — медиана, АВ = 7 см, 
ВС = 8 см. В треугольники АВБ  и ВБС  вписали окруж­
ности. Найдите расстояние между точками касания 
этих окружностей с отрезком В£>.
Каждый из углов ВАС и АСВ треугольника АВС раз­
делили на три равные части (рис. 309). Докажите, что 
£АММ = £СМК.
Пусть вершина угла В  недоступна (рис. 310). С помо­
щью транспортира и линейки без делений постройте 
прямую, содержащую биссектрису угла В.

568.* Точки ^ и О — центры вписанной 
и описанной окружностей равно­
бедренного треугольника АВС соот­
ветственно (рис. 311). Они находятся 
на одинаковом расстоянии от его 
основания АС. Найдите' углы тре­
угольника АВС. Рис. 311

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

569. Биссектриса угла АВС образует с его стороной угол, рав­
ный углу, смежному с углом АВС. Найдите угол АВС.

570. В равнобедренном треугольнике из вершины одного 
угла при основании провели высоту треугольника, а из 
вершины другого угла при основании — биссектрису 
треугольника. Один из углов, образовавшихся при пере­
сечении проведенных биссектрисы и высоты, равен 64°. 
Найдите углы данного треугольника.
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571. На рисунке 312 ВС || АО, АВ = 3 см, В 
ВС = 10 см. Биссектриса угла ВАЛ 
пересекает отрезок ВС в точке К. 
Найдите отрезки В К  и КС.

572. В треугольнике АВС известно, что 
АВ = ВС, АМ  и СК — медианы это­
го треугольника. Докажите, что М К  || АС.

К

А

Рис. 312

НАБЛЮ ДАЙТЕ, РИСУЙТЕ, 
КОНСТРУИРУЙТЕ, ФАНТАЗИРУЙТЕ

573. В квадрате АВСБ вырезали заштрихо­
ванную фигуру (рис. 313). Разделите 
оставшуюся часть квадрата на четыре 
равные фигуры.

22. Задачи на построение1

С помощью линейки с делениями, циркуля, угольника, 
транспортира, лекал (рис. 314) вам не раз приходилось вы­
полнять различные геометрические построения.

А можно ли обходиться меньшим количеством чертежных 
инструментов? Оказывается, что во многих случаях достаточ­

но использовать только циркуль и линейку 
без делений. Например, чтобы провести 
биссектрису угла, совсем не обязательно 
иметь транспортир, а разделить отрезок 
пополам можно и тогда, когда на линейку 
не нанесена шкала.

А стоит ли в наше время, когда созданы 
точнейшие приборы и совершенные компью­
терные программы, позволяющие выпол­
нять сложнейшие измерения и построения, 

Рис. 314 обходиться такими скудными средствами,

1 М атериал этого пункта не является обязательным для изучения.



как циркуль и линейка? На практике, конечно, нет. Поэтому, 
например, конструкторы, строители, архитекторы, дизайнеры 
не ограничивают себя в выборе инструментов.

Однако при построении фигур в геометрии договорились 
придерживаться таких правил:

1) все построения выполняются только с помощью цир­
куля и линейки без делений ;

2) с помощью линейки можно через заданную точку про­
вести прямую, а т акж е через заданны е две точки А 
и В провести прямую АВ;

3) с помощью циркуля можно построить окружность 
с данным центром и радиусом, равным  заданном у  
отрезку.

Итак, договоримся, что если в задаче требуется построить 
какую-то фигуру, то построение выполняют по описанным 
выше правилам.

Решить задачу на построение — это значит составить план 
(алгоритм) построения фигуры; реализовать план, выполнив 
построение; доказать, что полученная фигура является искомой.

Рассмотрим основные задачи на построение.

0-ТГ З а д а ч а  1. Постройте угол, равный данному, одна 
из сторон которого является данным лучом.

Р е ш е н и е .  На рисунке 315 изображены угол А и луч ОК. 
Надо построить угол, равный углу А, одной из сторон кото­
рого является луч ОК.

Проведем окружность произвольного радиуса г с центром 
в точке А. Точки пересечения этой окружности со сторонами 
угла А обозначим В и С (рис. 316). Тогда АВ = АС = г.

Рис. 315 Рис. 316
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